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  فصل اول

 كليات و تعاريف

  :مقدمه

علم آمار براي دانشمندان و به  آغاز شد. ها دانشگاهجدهم تدريس آمار به عنوان دولت شناسي در براي اولين بار در سده ه

منتشر  "روش هاي آماري براي تحقيق"شروع شد. در آن سال كتاب معروف فيشر با نام  1925ويژه پژوهشگران از سال 

  شد.

نگاهي  پژوهش علمي اجراي يك براي تبيين ضرورت كاربرد آمار در پژوهش هاي علمي، لازم است كه به مراحل

  . به طور خلاصه در اجراي يك تحقيق، شش مرحله كلي به شرح زير وجود دارد:بياندازيم

 تعيين و تعريف مسئله تحقيق -1

 تدوين فرضيه هاي تحقيق بر اساس نظريه و پژوهش هاي گذشته -2

 طرح تحقيق و روش نمونه برداري -3

 جمع آوري داده ها -4

 تجزيه و تحليل داده ها -5

 مسئله تحقيقتفسير داده ها بر اساس  -6

 به كار گرفته ميشود.) 6الي  3بيشتر مراحل اجراي يك تحقيق( آماردر همانطوريكه ديده ميشود

توسعه و رشد روزافزون آمار سبب شده است كه ارائه تعريف منطقي از آن مشكل شود. تعريف هاي متعددي براي آمار 

، تنظيم، جمع آوريمي توان بيان كرد كه علم آمار عبارت است از مفاهيم، اصول و روشهايي كه براي  ارائه شده است.

داده ها به كار مي رود. شاخه اي از آمار كه در پردازش داده هاي علوم زيستي و پزشكي به  تجزيه و تفسير، خلاصه كردن

  كار مي رود را اصطلاحا آمار زيستي مي ناميم.
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منظور مي شود، عبارت  آمار توصيفيماري، دو هدف اصلي و مشخص دنبال مي شود. هدف اول كه در در بررسي هاي آ

مركزي و پراكندگي، مانند ميانگين، هاي  ه كردن، رسم نمودار و تعيين شاخصبندي، خلاص آوري، گروه است از جمع

ها براي محاسبه ديگر  يانس. اين شاخصنحراف معيار و وار، ااز ميانگين ميانه، نما، دامنه تغييرات، انحراف متوسط

  هاي آماري استفاده مي شوند. شاخص

دراين مفهوم استنباط تعميم دادن نمونه به جامعه گنجانده مي شود، عبارت است از  آمار استنباطيهدف دوم كه در  

  ).1-1آماري پلي براي ارتباط بين جامعه و نمونه است (شكل 

در اينجا احتمال پل  .شود از نمونه برداري استفاده ميري از كل افراد جامعه وجود ندارد، امكان آماربردااغلب از آنجا كه 

  باشد. ارتباطي بين آمار توصيفي و آمار استنباطي مي

  

  

  

  استنباط آماري

  

)        (آماره محاسبه شده   نمونه       

  از ويژگي هاي نمونهبرآورد پارامترهاي جامعه  -1-1شكل 

  

  

  

 جامعه (پارامترنامعلوم)
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  جامعه و نمونه

، جامعه سلولهاي يك بافت زندهجامعه مجموعه اي از افراد است كه حداقل يك ويژگي مشترك داشته باشند. مثل  جامعه

  جامعه بيماران قبلي يك بيمارستان و غيره.  ،يك جنگل  ماهي هاي موجود در يك استخر، جامعه درختان

  مي نامند. حجم جامعهتعداد عناصر موجود در جامعه را  

از نظر تعداد افراد، جامعه، محدود يا نامحدود است. وقتي كه تعداد افراد يك جامعه محدود و قابل شمارش باشد، آن را 

ه شود(يكي . ويژگي اين جامعه آن است كه اگر از افراد آن برداشتسگهاي آبي يك بركهگويند، مثل جامعه  جامعه محدود

جامعه اگر تعداد افراد جامعه نامحدود و غير قابل شمارش باشد، آن را  يكي) و جايگذاري نشود، بالاخره تمام مي شود.

 تمامگويند، مثل جامعه ماسه هاي كنار دريا. ويژگي اين جامعه آن است كه هر قدر از افراد آن برداشته شود،  نامحدود

  نمي شود.

قت امعه به علت كمبود ودر بيشتر موارد مطالعه و بررسي كليه افراد يك ج مطرح مي شود. نمونهدر برابر مفهوم جامعه، 

دهيم كه معرف آن جامعه باشد كه  پذير نيست، لذا بخشي از جامعه را مورد مطالعه و بررسي قرار مي و هزينه زياد امكان

ه جامعه به كار مي رود. معه است كه اطلاعات مربوط به آن براي استنتاج دربارنمونه قسمتي از جا گوييم. به آن نمونه مي

هاي نمونه مشابهت آن با خصوصيات جامعه است، به طوري كه معرف جامعه بوده و زير مجموعه اي از آن به  از ويژگي

. هرگاه براي تجزيه و موجود در مراتع يك منطقه است علفيشمار مي رود. براي مثال، جامعه مورد بررسي، گياهان 

  ونه از جامعه آماري انتخاب شده است.مشود، يك ن و مطالعه انتخابمنطقه  آن  گياهان فقط تعدادي از  ،تحليل

  با اين تعريف طبيعي است كه از هر جامعه آماري، مي توان نمونه هاي متعددي انتخاب كرد. 

  انواع متغيرها

د. در هر بررسي آماري از نناميده مي شو متغير يا صفتويژگي هايي كه پژوهشگران آنها را مشاهده و اندازه مي گيرند، 

 5اندازه گيري صفت مورد مطالعه در عناصر جامعه (يا نمونه) تعدادي عدد به دست مي آيد ( براي مثال، وقتي طول 
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 داده يا مشاهدهحاصل شود) كه هر يك از آنها را  103و  100، 96، 105، 102نهال كاج دو ساله را اندازه بگيريم و اعداد 

  شود كه بيشتر قابل فهم و كاربرد است. مي اطلاعاتها منجر به توليد  پردازش روي اين داده مي نامند.

، متغيرهاي قابل اندازه گيري هستند و به صورت عدد كميمتغيرها را مي توان به كمي و كيفي تقسيم كرد. متغيرهاي 

  و غيره. زماننوشته مي شوند، مانند قد، وزن، مساحت، 

، متغيرهايي هستند كه قابل اندازه گيري كمي نيستند و به صورت غير عددي نشان داده مي شوند، مثل كيفيمتغيرهاي 

  يره.و غ حساسيت، شكل دانه، شدت بافتجنس، رنگ، نوع نژاد، نوع 

، نقش علت مستقلمتغيرها بر اساس رابطه اي كه با يكديگر دارند، به دو دسته مستقل و وابسته تقسيم شده اند. متغير 

، متغيري است كه وابستهرا به عهده دارد و بر متغيرهاي ديگر تاثير مي گذارد و منشا بروز پديده ها مي شود. متغير 

احتمال ، احتمال سرماخوردگي با دماي هوااي مثال، در رابطه بين ارزش آن به متغير مستقل بستگي دارد. بر

  است. مستقلمتغير  دماي هواو  وابستهمتغير  سرماخوردگي

اي از  متغيري است كه فقط مجموعه يا گسسته ناپيوستهمتغيرها ممكن است ناپيوسته يا گسسته و پيوسته باشند. متغير 

ير پذ امكان خرد كردن ارزشهاهاي معين به آن اختصاص داده مي شود. به عبارت ديگر، در متغيرهاي ناپيوسته  ارزش

تخمهاي  يك پرنده، از متغيرهاي و تعداد  يك مجموعه دانشجويانها در يك گل، تعداد  نيست. براي مثال، تعداد گلبرگ

 هايدهند. در متغير و غيره را به خود اختصاص مي 5، 3شوند، زيرا فقط مقادير ثابتي مثل  پيوسته محسوب مينا 

هاي موجود بين دو مقدار يا دو ارزش داراي معنا و مفهوم خاص نيست. براي مثال، در صورتي كه تعداد  گسسته، ارزش

ه تعداد از ديگر موارد ميتوان ب معنا و مفهومي ندارد. 3.5يا  4.25،  4.75عدد باشد، انتخاب اعداد  5يك گل  گلبرگهاي

دندانهاي كشيده شده كودكان يك دبستان، تعداد سلولهاي يك بافت زنده، گروه خوني افراد يك جامعه، تعداد فرزندان 

 گونهباشد، مانند جنس، نوع صورت كيفي  به هم متغير ناپيوسته مي تواند هاي يك شهرو از اين دست اشاره كرد. خانواده

  موجود در يك گله. گوزنهايهاي گل و تعداد و هم به صورت كمي مانند تعداد گلبرگ 

متغيري است كه هر ارزش يا مقدار (اعشاري و كسري) را مي توان به آن اختصاص داد. به عبارت ديگر هر  پيوستهمتغير 

يك . وزن يا به عبارت ديگر قابل خورد شدن باشد و عددي بين دو واحد آن انتخاب شود، داراي معنا و مفهوم است
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، همگي از متغيرهاي پيوسته محسوب زنده، ارتفاع يك درخت و مدت زمان تكثير يك سلول به تعدادي مشخصموجود 

گيري بستگي دارند. براي  گيري آن به دقت وسيله اندازه طور طبيعي كمي است و درجه اندازهمي شوند. متغير پيوسته به 

  ايت باشد.نه سته است و مي تواند بين صفر و بيمثال، وزن يك متغير پيو

  اندازه گيري يمقياس ها

ها به عدد  يري فرايندي است كه با آن مشاهدهگ هاي متغير سر و كار دارد. اندازه گيري صفت بررسي آماري با اندازه هر

گويند. به عبارت  ها، مقياس مي توان انجام داد كه به اين سطح هاي مختلف مي گيري را در سطح شوند. اندازه تبديل مي

لي متغيرها در كنند. به طور ك هاي مختلفي پيدا مي هاي متفاوت معنا و مضمون موقعيتتوان گفت كه اعداد در  يديگر، م

ها عبارتند  شود. اين مقياس هاي آماري متفاوتي ارائه مي شوند كه بر حسب نوع مقياس، روش گيري مي چهار مقياس اندازه

  از:

  :)Nominal( مقياس اسمي -الف

ء ء متفاوت از شي توان تعيين كرد كه يك شي دهند و فقط مي ه ميرا ارائ گيري ترين سطح از اندازه ضعيفا ه اين داده

هاي  ) را انجام داد. تنها ويژگي دادهديگر است. بر روي اين اعداد نمي توان اعمال رياضي (جمع، تفريق، ضرب و تقسيم

اي با هم ندارند و اغلب به عنوان يك كلاس در نظر گرفته  اسمي هم معنا بودن و هم وزني آنهاست. ارزش ها هيچ رابطه

  كه به بيماري ها اختصاص مي دهيم و ... . مي شوند. مانند شماره شناسنامه افراد، پلاك خانه، شماره اي

  :)Ordinal( اي مقياس رتبه -ب

در ارتباط  با يكديگر رتبه بندي  نمي توان بر روي مقياس عددي اندازه گرفت، ولي مي توان آنها را بعضي از متغيرها را

 ياكرد. در اين حالت نيز مانند مقياس اسمي داراي تعدادي طبقه است، ولي در اينجا، طبقه ها نسبت به هم داراي امتياز 

  باشد.  و از اين قبيل مي» تر خوب«، »تر سخت«، »بزرگتر«ها از نوع  ارتباط بين گروهرتبه هستند. 

 حساسيت به بيماري خاصبودن است. براي مثال، اگر طبقات شدت  يا كمتر اي هم معنا و بيشتر هاي رتبه دو ويژگي داده

ها به معناي يك مقدار  رتبه بندي شوند، هر كدام از رتبه 5و  4، 3، 2، 1(ناچيز، كم، متوسط، زياد و خيلي زياد)، با 
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، 3بوده و به همين ترتيب رتبه  1بيشتري از رتبه  حساسيتداراي  2رتبه  است، همچنين شدت حساسيتمشخص 

اما اين دارد. اين ارتباطات مي توانند از قبيل بزرگتر، شديد تر، بهتر و از اين قبيل باشد.  2بيشتري از رتبه  حساسيت

ش با يا مثلا اگر محققي حيوانات را بر حسب ميزان هو باشد. مي 2دو برابر حساسيت  4ه حساسيت بدين معني نيست ك

توان گفت كه دو برابر او  باهوشتر است، اما نمي 2از حيوان شماره  4مشخص كند، حيوان شماره  4و  3، 2، 1اعداد 

  باهوش است.

  :)Interval( مقياس فاصله اي -ج

ها ژگي هاي دو مقياس اسمي و رتبه اي (يعني گروه بندي عناصر جامعه و تعيين رتبه آناين مقياس افزون بر دارا بودن وي

به عبارت ديگر اگر يك متغير عناصر  .دارد يواحدهاي عددي اندازه گيري يكسانفواصل بر اساس ميزان صفت مورد نظر)، 

ها عدد ثابتي باشد به  اي باشدو علاوه بر اين دو فاصله بين گروه ها از نوع رتبه بندي كند و ارتباط بين گروه جامعه را گروه

  اي گويند.  گيري مقياس فاصله اين مقياس اندازه

به عنوان مثال دماي  مستقل از نقطه صفر است. در اين نوع مقياس نسبت هر دو فاصله مستقل از واحد اندازه گيري و

باشد. اين مسئله در مورد درجه  درجه مي 1گراد،  درجه سانتي 101درجه تا  100گراد و  درجه سانتي 1تا  0بين 

  گيري ندارد. باشد بنابراين ربطي به واحد اندازه فارنهايت هم صحيح مي

ري اختياري و قراردادي است. براي مثال، با آنكه واحد اندازه گيري و در مقياس فاصله اي، نقطه صفر و واحد اندازه گي  

نقطه صفر در دو مقياس جداگانه سانتي گراد و فارنهايت با يكديگر متفاوتند، هر دو براي اندازه گيري درجه حرارت به 

  كار مي روند.

  :)Ratio( يتمقياس نسب -د

ها  ها اهميت دارد. اگر داده فر واقعي، بنابراين محاسبه نسبتنقطه صاي است، اما با يك  تي مثل مقياس فاصلهمقياس نسب

هستند. براي مثال، مقياس هايي چون ي تواحد اندازه گيري و صفر واقعي داشته باشند، در اين صورت داراي مقياس نسب

ء زن دو شياست. وپوند و گرم نقطه صفر واقعي دارند و نسبت بين هر دو وزن دلخواه، مستقل از واحد اندازه گيري 
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مختلف را مي توان هم با گرم و هم با پوند اندازه گيري كرد. در اين صورت نسبت دو وزن بر حسب پوند، برابر با نسبت 

گيري مختلف يكسان  شود كه نسبتها در مقياسهاي اندازه ي گفته ميتبدان جهت نسب همان دو وزن بر حسب گرم است.

پوند خواهد بود. حال اگر  110كيلوگرم وزن داشته باشد، اين ميزان برابر با  50ول هستند. به عنوان نمونه اگر فرد ا

چه بر به اول  باشد. لذا نسبت وزن فرد دوم  پوند مي 132كيلوگرم وزن داشته باشد، اين ميزان برابر  60شخص دوم 

  حسب پوند و چه بر حسب كيلوگرم برابر خواهد بود با:

١٣٢
١١٠

ൌ	
٦
٥
				و					

٦٠
٥٠

ൌ	
٦
٥
 

  

  :تمارين

 پل ارتباطی بين نمونه و جامعه و بين آمار توصيفی و آمار استنباطی چيست؟ -١

 تفاوت بين داده و اطلاعات چيست؟ -٢

 وابسته وجود دارد.های مستقل و  مثالی از يک تحقيق بزنيد که در آن متغير -٣

 گيری مناسب و گسستگی يا پيوستگی متغيرهای زير را مشخص کنيد. های اندازه مقياس -٤

  الف) گروه خونی       ب) ضريب هوشی         ج) دما            د) بيومس
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 ويرايش اول

  فصل دوم

  ها كردن داده تنظيم و خلاصه

  مقدمه:

ها با روش صحيحي خلاصه شوند، در  متغيرهاي متعددي جمع آوري مي شوند، لازم است داده زيستياز آنجا كه در علوم 

شود، ارائه  آنچه كه در يك پژوهش جمع آوري ميادامه به روشهاي آماري مورد استفاده براي خلاصه كردن و توصيف 

  نند.ك از هر متغير را خلاصه و توصيف ميهاي به دست آمده  خواهد شد. اين روشها داده

ها ممكن است آخرين مرحله يك تجزيه و تحليل ساده آماري باشد يا اين كه مرحله مقدماتي تجزيه و  توصيف داده

ركزي مهاي  محاسبه شاخص)3نمودار، )2جدول، )1مانند  ها از ابزارهايي ود. براي توصيف دادهبه شمار ر هاي بعدي حليلت

  كنند. پراكندگي استفاده مي)4و 

  ها بندي داده طبقهابزار جدول براي  )1

ها بر اساس  بندي اولين گامي است كه بايد برداشته شود. مرتب كردن داده ها، طبقه آوري و ويرايش داده بعد از جمع

  بندي مناسبي را انجام داد. توان طبقه ها (كيفي و كمي) مي گويند. با توجه به نوع داده بندي طبقههاي مشترك را  ويژگي

ها را  ها يا كيفيت بندي عبارت است از تهيه جدولي كه مقادير متغير مورد نظر را به تعداد افرادي كه اين كميت طبقه

دست آمده را، جدول توزيع آماري يا  نامند. جدول به كند. هر كدام از اين تعداد را، فراواني مي معرفي كردند، مربوط مي

جدول توان  قيق، به دو روش زير ميتغيرها (گسسته يا پيوسته) و اهداف تحگويند. بسته به نوع م جدول توزيع فراواني مي

  توزيع فراواني آنها را ترسيم كرد.

  هاي گسسته جدول توزيع فراواني براي داده



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	١١	
 

 ويرايش اول

(اندازه  ௜ܺطبقه، نمايش دهند، مقادير آنها را در ستوني با عنوان  Kهاي يك متغير را در  اگر هدف اين باشد تا اندازه

ها در بين كل ௜ܺتعداد  ௜ܨ(كه  ௜ܨويژگي مورد مطالعه) مشخص كرده و در ستون ديگر فراواني مطلق آنها را با 

دست  به )௜ܲها تقسيم شود، فراواني نسبي ( دهند. همچنين اگر فراواني مطلق بر تعداد كل داده هاست) نشان مي داده

، طبقات جمع فراواني نسبي ) و௖ܨفراواني تجمعي مطلق (  پشت سر هم، ستونطبقات هاي مطلق  آيد. جمع فراواني مي

  (مطابق شكل زير) دهند. ) را تشكيل مي௖ܲفراواني تجمعي نسبي ( پشت سر هم 

  مثلا جدول فراواني مربوط به گروه هاي خوني يك جامعه ميتواند به شكل زير باشد.

௜ܺ  ௜ܨ Fc  Pi  Pc 

A  1  1  0.09  0.09 

B  3  4  0.27  0.36 

O  2  6  0.18  0.55 

AB  5  11  0.45  1.00 

 مجموع 11  1.00 

  

 1تا  0، فراواني نسبي بين از خواص جداول فراواني اين است كه مجموع فراوانيهاي مطلق برابر با تعداد كل داده هاست

 است.درصد در مقياس درصد)  100(يا  1، مجموع فراواني نسبي برابر كند در مقياس درصد) تغيير مي 100تا  0(يا بين 

كنيم كه در  اني را تهيه ميپس جدول فراوبندي كرده و س زياد باشد مقادير آنها را طبقهگسسته هاي يك متغير  اندازهاگر 

  ادامه توضيح داده خواهد شد.

  هاي پيوسته جدول توزيع فراواني براي داده

  شود: موارد زير انجام مي ،داده هاي پيوسته توزيع فراوانيبراي تشكيل جدول 

2.5يعني يول  هاي تجربي، ها از فرمول : ابتدا تعداد دستهها تعيين تعداد دسته -الف ∗ ሺ݊ሻ1/2 يا از فرمول استورجس  

 K ൌ 1 ൅ 3.3 logሺ݊ሻ  :݊يا از فرمول تقريبي ديگري، كه عبارت است از ൌ 2௞ ݇كه در آن  شود تعيين مي ൌ ௟௡೙
௟௡2

 

  هاست. : تعداد دستهKو  ها يا داده ها : تعداد مشاهدهnهاي بالا  . در فرمولمي باشد



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	١٢	
 

 ويرايش اول

  ذكر شده در قبل برابر است با: ها با استفاده از سه فرمول باشد، تعداد دسته 60ها برابر  مثال: اگر تعداد كل مشاهده

ܭ   فرمول استورجس:  ൌ ١൅ ٣.٣ log ٦٠ ൌ ١൅ ٣.٣ log ١.٧٧٨٢ ൌ ٦.٨٧ 

ܭ            فرمول يول: ൌ ٢.٥ ∗ ݊
١
٤ ൌ ٢.٥ ∗ ٦٠

١
٤ ൌ ٦.٩٦ 

٤.٠٩	=   ٥.٩٢=:فرمول تقريبي
٠.٦٩

    Kൌ
௅ேሺ೙ሻ
௅ேሺ٢ሻ

   →   ٢=٥٠௞ 

  آيد. بدست مي 6و  7،7فرمول به ترتيب  تعداد دسته ها با استفاده از اين سهرند باشد بنابراين  يها بايد عدد عداد دستهت

ها اختياري بوده و به  هاي بالا، بر ديگري برتري ندارند و انتخاب تعداد دسته لازم به ذكر است كه هيچ يك از فرمول

شود. درصورتي كه تعداد  عدد در نظر گرفته مي 20‐10ها  تجربه پژوهشگر بستگي دارد. به طور معمول تعداد دسته

شود و همين امر سبب خواهد شد اطلاعات بيشتري از دست برود.  ها بزرگ مي باشد، اندازه دسته 10ها كمتر از  دسته

ها  شود، تهيه و تنظيم جدول مشكل خواهد بود. بعضي معتقدند كه بهتر است دسته 20ها بيشتر از  چنانچه تعداد دسته

مورد نياز تعيين اما در نهايت اين متخصص است كه تعداد دسته ها را با توجه به  دقت  نباشد. 20و بيشتر از  5كمتر از 

  مي كند.

  شود: تعيين مي زيرها با استفاده از رابطه  ها: فاصله دسته تعيين فاصله دسته -ب

ܫ ൌ
ܴ
ܭ
ൌ 	
ሺݔܽܯ ௜ܺሻ െ 	ሺ݊݅ܯ ௜ܺሻ

ܭ
 

  هاست. : تعداد دستهK: دامنه مقادير و Rها،  : مقادير دادهX୧: فاصله بين دو دسته، Iكه در آن 

  در نظر گرفته شود.و عدد رندي  ها يكسان  ، بهتر است كه فاصله براي تمام دستهبراي پرهيز از مشكلات بعدي 

هاي  هاي كمي را بايد به صورت صعودي يا نزولي مرتب كرد. در مورد داده ها: داده ا نزولي دادهيمرتب كردن صعودي  -ج

  كيفي، بايد آنها را به ترتيب حروف الفبا يا موارد ديگر مرتب كرد.



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	١٣	
 

 ويرايش اول

ها را از كوچكترين عددي كه اندازه يا فاصله  هاست. اغلب نوشتن دسته ها: چهارمين مرحله، نوشتن دسته تهنوشتن دس -د

ها با  ها برابر سه باشد، بهتر است كه دسته كنند. براي مثال، وقتي كه فاصله دسته ها مضربي از آن است، آغاز مي دسته

ها، يعني كوچكترين عدد دسته كه حد  عيين نقطه شروع دستهشروع شود. پس از ت 18يا  15، 12، 9، 6يكي از اعداد 

  كنند.  پايين دسته اول است، بزرگترين عدد يا حد بالاي اين دسته را محاسبه مي

  هاي گسسته و پيوسته : بندي صريح داده دسته

عدد در دو دسته  باشند و نياز به گرد كردن ندارند و هنگام دسته بندي نبايد يك كامل مي يهاي گسسته اعداد داده

دسته سوم  10-7دسته دوم  6-3باشد، دسته اول  4و عرض دسته ها  3متوالي نوشته شود. مثلا اگر مقدار حد اقل داده 

بندي  به عنوان مثال اگر طبقه. هاي پيوسته داراي مقدار دقيقي نيستند اما داده و به همين ترتيب خواهد بود. 11-14

تواند قضاوت كند كه  فرد نميمتر باشد،  سانتي 62-64و  62‐60 به ترتيب يك دانشگاه قد دانشجويانو دوم  دسته اول 

و  61.5‐52.5را جزو طبقه اول در نظر گرفته با طبقه دوم. اما اگر حدود طبقات را به صورت  62.2محقق مورد نظر قد 

  است.را در طبقه اول گنجانده  61.2در نظر بگيريم مشخص است كه محقق قد  72.5‐61.5

واحد از حد  0.5 نوشتن حدود صريح طبقات مثلايك رقم اعشار باشند براي هاي پيوسته  دادهگيري  دقت اندازهتوجه: اگر 

  ... . وشود  ميكم از پايين و بالا واحد  0.05باشد  اگر دو رقم اعشار  شود. كم ميو بالا پايين 

توان آن را از مطالعات قبلي بدست آورد، لذا  باشد كه مي مياي مشخص  گيري در هر مطالعه بايد بدانيم كه دقت اندازه

هاي ما با توجه به دقت پايين دستگاه  گيري گيري يك رقم اعشار باشد اما اندازه مثلا اگر در مورد يك متغيري دقت اندازه

ز حدود صريح طبقات با تصادفا اعشاري نداشته باشند در اين حالت نبايد از اعداد كامل استفاده گردد و حتما بايد ا

ها به وجود نيايد. نكته آخر اينكه براي جلوگيري از به هدر رفتن دقت اطلاعات  بندي اي در طبقه استفاده  شود تا شبهه

بندي كنيم، اجازه دهيم جداول تعيين كنند كه هر داده در  ها را اول گرد كنيم و بعد دسته بهتر است به جاي اينكه داده

   گيرند. كدام دسته قرار مي

  



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	١٤	
 

 ويرايش اول

در مقابل همان دسته، به صورت عددي و بعد شمارش  كشيدههاي هر دسته را  خط و نشان ،خط و نشان: در پايان -ه

  دست آيد. هر دسته به مطلق هاي نويسند تا فراواني مي

  يا         انواع خط و نشان:

  نسبي. تجمعي محاسبه فراواني  تجمعي مطلق، فراواني نسبي و فراواني -و

  به شكل زير است. باشد، هاي پيوسته مي اي از داده كه نمونه نفره 13وزن دانشجويان يك كلاس مثلا جدول فراواني 

 دسته ها ௜ܨ ௖ܨ ௜ܲ ௖ܲ

50.5‐58.5  3  3  0.23  0.23 

58.5‐66.5  4  7  0.31  0.54 

66.5‐73.5  1  8  0.08  0.62 

73.5‐81.5  5  13  0.38  1.00 

 مجموع 13     1.00    

 

  :باشد، به شرح زير است های گسسته می ای از داده خانواده که نمونه ٢٠جدول فراوانی مصرف قرص استامينوفن 

௖ܲ ௜ܲ ܨ௖ ܨ௜ ها دسته  

٤‐٠  ٦  ٦  ٠.٣  ٠.٣  

٩‐٥  ٩  ١٥  ٠.٤٥  ٠.٧٥  

١٤‐١٠  ٣  ١٨  ٠.١٥  ٠.٩  

١٩‐١٥  ٢  ٢٠  ٠.١  ١.٠٠  

  مجموع  ٢٠    ١.٠٠  

  

  

   



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	١٥	
 

 ويرايش اول

  کاربرد جداول فراوانی:

باشند. برای نمونه از جدول فراوانی گروه خونی  ها می سازی داده جداول فراوانی از مهمترين ابزارهای تنظيم و خلاصه

دارند (از روی  Aو کمتر آنها گروه خونی  ABتوان برخی نتايج را به شرح زير اعلام کرد. بيشتر افراد گروه خونی  می

دارند (از  Oدرصد افراد گروه خونی  ١٨يا  ٠.١٨). ௖ܨدارند (از روی  Oو  A ،Bنفر از افراد گروه خونی  ٦).   ௜ܨ

  دارند. Oو  A ،Bدرصد افراد گروه خونی  ٥٥يا  ٠.٥٥). ௜ܲروی 

باشد. برای مثال در جدول گروه خونی، داده شماره سوم دارای  ام میnتعيين داده شماره  ௖ܨيکی ديگر از کاربردهای 

  های بازنويسی شده زير نيز قابل اثبات است. در دادهباشد که  می Bگروه خونی 

  شماره داده      ١    ٢    ٣   ٤   ٥   ٦    ٧     ٨      ٩    ١٠    ١١

AB   AB   AB   AB  AB  O  O   B     B  B    A              داده  

  

مشابه استفاده گردد تا  در مطالعاتذكر اين نكته ضروري است كه در دسته بندي بهتر است از دسته بنديهاي متعارف 

  به آساني امكانپذير باشد. مختلف مطالعات مقايسه

  خصوصيات يك جدول مناسب

تا حد ممكن ساده باشد تا به راحتي بتوان از آن اطلاعات مورد نياز را استخراج كرد. دو يا سه جدول كوچك ساده  )1

	باشد. از چندين متغير مي متقاطع ول بزرگ تركيبيابهتر از جد

	بايست در پانويس جدول آورده شود. ها مي كدها و علائم اختصاري و نشانه )2

	در ترسيم جداول بايد هر ستون و رديف را كاملا بتوان از هم تشخيص داد. )3

	ها در هر ستون بايد مشخص باشد. واحد داده )4

	عنوان جداول بايد دقيق و كامل باشد. )5

	بالاي آن نوشته شود. در از بدنه جدولعنوان جدول معمولا جدا  )6

  ها در پانويس ذكر گردد. اند، حتما بايد ماخذ داده آوري شده هاي جدول از منابع ديگري جمع اگر داده )7



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	١٦	
 

 ويرايش اول

  ها دهبرداري نمايش هندسي دا ابزار نمونه )2

كنند تا تصوير توزيع به سهولت ديده  شود. نمودارها كمك مي هاي فراواني، اغلب از نمودار استفاده مي براي نمايش توزيع

. باشند كاربردي نيز مورد توجه ميهاي علمي و  ها، افزون بر استفاده نظري، براي استفاده هاي نمايش داده شود. روش

هاي مفيد براي انتقال موضوع گزارش به خواننده در كمترين زمان  يكي از راهها در گزارش نويسي،  كارگيري اين روش به

شود. چنانچه  گيري آنها انتخاب مي ها، با توجه به نوع مقياس اندازه روش نمايش داده ترين بيان است. ممكن و با ساده

اي  هاي با مقياس اسمي يا رتبه دادهشود.  ي باشد، از نمودارهاي كمي استفاده ميتاي و نسب ها از نوع فاصله مقياس داده

  قابل نمايش هستند. نيز به كمك نمودارهاي توصيفي

  نمودارهاي كمي

  نمودار مستطيلي

بندي شده براي  گيري باشند، توزيع فراواني گروه هاي صفت كمي پيوسته و ناشي از اندازه ها، اندازه در مواردي كه داده

ها، به طور مناسب روي  تنظيم آنها و نمودار مستطيلي براي نمايش هندسي آنها، مناسب است. اگر حد بالا و پايين دسته

اش فاصله آن دسته و ارتفاع آن فراواني نظير  قرار گيرند و بر روي هر فاصله، مستطيلي ساخته شود كه قاعده Xمحور 

مستطيلي ناميده  يا نمودارشوند، هيستوگرام  هايي كه به ترتيب حاصل مي دسته مورد نظر باشد، مجموعه مستطيل

  نمودار مستطيلي را نشان مي دهد. يكشود. شكل زير مي

  

0

1

2

3

4

5

50.5‐58.5 58.5‐66.5 66.5‐73.5 73.5‐81.5

 وزن



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	١٧	
 

 ويرايش اول

  ر چند ضلعينمودا

براي رسم نمودار چندضلعي، ابتدا فراواني   .هاي لازم براي نمودار چندضلعي شبيه نمودار مستطيلي است نوع داده

آورند و نقاط مجاور هم را با  شود. سپس در مقابل آنها نقطه وسط هر دسته را به دست مي با نقطه مشخص ميها  دسته

گويند. يك نمونه از نمودار چند  صل را چندضلعي فراواني مي. نمودار حاكنند هاي مستقيمي به يكديگر متصل مي خط

  ضلعي در زير آمده است.

  

  دارند. 73.5‐66.5دهد يك نفر از افراد جامعه وزن  به عنوان مثال نشان ميكه 

  نمودار فراواني تجمعي

ها نشان  در مقايسه با ديگر مشاهده ها را قبل از يك نقطه معين توزيع فراواني تجمعي، توزيعي است كه تعداد مشاهده

  .تواند مستطيلي يا چند ضلعي باشد كه مي  شود دهد. نمودار فراواني تجمعي بر اساس توزيع فراواني تجمعي رسم مي مي

  :جمعي مطلق مثال قبل به شكل زير خواهد بودفراواني ت مثلا
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 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	١٨	
 

 ويرايش اول

  

  دارند. ٧٣.٥‐٥٠.٥نفر از افراد دارای وزن بين  ٨دهد که  که به عنوان مثال نشان می

  نمودارهاي توصيفي

كنند.  آوري شده از نوع كيفي باشند، براي نمايش هندسي آنها از نمودارهاي توصيفي استفاده مي هاي جمع اگر داده

هاي كيفي دانست. طبيعي است  توان از نوع مشاهده را مي  A ،B ،Cهاي  هايي از نوع خوب، بد، متوسط و گروه مشاهده

ها، تعريف فاصله، چنانچه در نمودارهاي مستطيلي گفته شد، مفهومي ندارد. انواع نمودارهاي  كه براي اين نوع مشاهده

  به شرح زير است: توصيفي

  ساده يا ميله اي نمودار ستوني

دي آن ها و محور عمو دهنده كيفيت مشاهده محور افقي آن نشاننمودار ستوني ساده را در يك دستگاه مختصات كه 

  زير توجه كنيد: نموداربه براي مثال  كنند. نسبي هر گروه است، رسم مي دهنده فراواني مطلق يا نشان
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يرايش اول
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 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢١	
 

 ويرايش اول

  خصوصيات يك نمودار مناسب

	هاي جانبي قابل تفسير باشد. نمودار بايد خود كاملا گويا بوده و بدون داده )1

	شود. واضح و روشن بوده و معمولا در پايين نمودار نوشته مي عنوان نمودار بايد كاملا )2

	گيري محورهاي افقي و عمودي بايد در كنار محورها با علائم خودشان ذكر شوند. واحدهاي اندازه )3

	نبايد اطلاعات زياد را در يك نمودار گنجاند. )4

	نمايش اطلاعات تفصيلي و جزئيات را بايد روي جداول نشان داد نه نمودار. )5

 شود.بردن متن در نمودارها خودداري هتر است تا جاي ممكن از به كار ب )6

  

  هاي تمايل مركزي شاخصابزار  )3

اگر تعداد عناصر تشكيل دهنده يك جامعه آماري كم باشد ، در آن صورت پژوهشگر همه اطلاعات موجود در واحدهاي 

كند. اما در  هاي مورد مطالعه را توصيف مي آوري شده، ويژگي آوري كرده و بر اساس اطلاعات جمع جامعه را جمع

عناصر تشكيل دهنده جامعه بسيار زياد بوده و لازم است قسمتي از جامعه، به عنوان تعداد  زيستيهاي علوم  پژوهش

هاي  هدادتك  نمونه انتخاب شود. به هر حال در تمام موارد، اگر پژوهشگر بتواند به جاي استفاده از اطلاعات موجود در تك

ها را به خوبي توصيف كنند، معرفي  دههايي كه قادرند اطلاعات موجود در مجموعه دا آوري شده، شاخص يا شاخص جمع

  شوند. مي معرفي هاي تمايل مركزي رو، شاخص از اينشود.  نمايد، سرعت انتقال اطلاعات بيشتر مي

ها در اطراف آن  مهمترين موضوع در مطالعه هر جامعه آماري، تعيين مقدار مركزي است، يعني تعيين مقداري كه داده

گيري تصادفي  به وسيله نمونه ياها محاسبه شود و ي خوب، بايد بر مبناي تمامي دادهتوزيع شده باشند. يك شاخص مركز

  هاي مركزي معروف در آمار توصيفي، عبارتند از ميانگين، ميانه و نما. دستخوش تغييرات زيادي نشود. شاخص

   



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢٢	
 

 ويرايش اول

  ميانگين

ها بر روي يك محور به صورت منظم رديف  رود، ميانگين است. اگر داده ترين شاخص مركزي كه در آمار به كار مي متداول

گيري  گيرد. ميانگين با توجه به نوع متغير اندازه ميشوند، مقدار ميانگين، به طور دقيق در نقطه تعادل يا ثقل توزيع قرار 

  شده، داراي انواعي به شرح زير است:

  ميانگين حسابي

 തܺبراي ميانگين جامعه و  μه دو علامت يكي از مهمترين معيارهاي تمايل مركزي، ميانگين حسابي است كه به وسيل

شود. مقدار ميانگين حقيقي جامعه، ثابت بوده و تابع تغييرات نيست، در حالي كه  براي ميانگين نمونه، نشان داده مي

كند. اگر  اي به نمونه ديگر تغيير مي هاي مختلف از يك جامعه از نمونه گيري ر نمونهمتغير و مقدار آن دميانگين نمونه، 

گويند. ميانگين حسابي از فرمول زير  مي آمارهدست آيد، به آن  و اگر از نمونه به پارامترميانگين، از جامعه بدست آيد، 

  شود: تعيين مي

തܺ ൌ 	
∑ ௜ܺ
௡
௜ୀ١
ܰ

 

  هاست. : تعداد مشاهدهN: مقادير هر مشاهده و ௜ܺكه در آن 

  ميانگين وزني

ها داراي اهميت مساوي  ها اهميت يكساني داشته باشند، اما اگر داده شود كه داده ميانگين ساده حسابي وقتي استفاده مي

 Nكنند. اگر  دهند و ميانگين وزني را حساب مي ها، وزني به تناسب اهميت آنها اختصاص مي نباشند، به هر يك از داده

باشند، در آن صورت ميانگين وزني به صورت زير  ௡ܹ... و  3ܹ، 2ܹ، 1ܹهاي  داراي وزن ௡ܺ... و  3ܺ، 2ܺ، 1ܺده مشاه

  محاسبه خواهد شد: 

തܺ ൌ 	
∑ ௜ܹ ௜ܺ
௡
௜ୀ١
∑ ௜ܹ
௡
௜ୀ١

 



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢٣	
 

 ويرايش اول

  : وزن هر يك از مقادير است.௜ܹ: مقدار هر مشاهده و ௜ܺكه در آن 

است كه در جدول زير مقادير هر يك و  Dو  A ،B ،Cگرم، مخلوطي از چهار ماده  500مثال: يك جيره غذايي به وزن 

  درصد پروتئين آنها آمده است، متوسط پروتئين اين جيره غذايي را محاسبه كنيد؟

௜ܹ  پروتئين (درصد)  وزن (گرم)  ماده غذايی ௜ܺ 

A  ١٢٠٠  ٨  ١٥٠  

B  ٦٠٠  ١٢  ٥٠  

C  ١٨٠٠  ٩  ٢٠٠  

D  ١٠٠٠  ١٠  ١٠٠  

  ٤٦٠٠  ‐  ٥٠٠  مجموع

  

തܺ ൌ 	
١٢٠٠ ൅ ٦٠٠൅ ١٨٠٠൅ ١٠٠٠
١٥٠ ൅ ٥٠൅ ٢٠٠൅ ١٠٠

ൌ	
٤٦٠٠
٥٠٠

ൌ ٩.٢ 

  كنيم در جدول فراواني محاسبه مي با استفاده از فرمول زير ميانگين را

തܺ ൌ
∑ ௜݂ݔ௜
௞
௜ୀ١

∑ ௜݂
௞
௜ୀ١

 

در جدول فراواني ايجاد شود. فراواني مربوط به هر  ௜ݔ௜݂ميتوان براي سهولت در محاسبات ستون جديد تحت عنوان 

ها تقسيم  آن طبقه ضرب نموده و سپس حاصل جمع اين ستون را به دست آورده و بر تعداد كل داده  طبقه را در داده

  كنيم تا ميانگين حاصل شود. مي

 كنيم. اب ميخانواده در يكي از شهرهاي ايران ميانگين را حس 150مثال: در مثال تعداد فرزندان 

 

  



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢٤	
 

 ويرايش اول

  

  

براي به دست هاي خام در دسترس نباشد  بندي شده باشند و داده ها در يك جدول فراواني طبقه در صورتي كه داده

(مثلا براي دسته  آوريم ها ابتدا نماينده هر طبقه كه عبارت است از معدل هر طبقه، را به دست مي آوردن ميانگين داده

50.5ା58.5اول 
2

ൌ   كنيم. سپس از فرمول فوق ميانگين را محاسبه مي)  54.5

  كنيم. اسبه ميدانشجو ميانگين وزن را مح 13براي مثال: 

 دسته ها Xi  Fi  XiFi 

50.5‐58.5  54.5  3  163.5 

58.5‐66.5  62.5  4  250 

66.5‐73.5  70.5  1  70.7 

73.5‐81.5  77.5  5  387.5 

 مجموع 13  871.5 

  

തܺ ൌ
∑ ௜݂ݔ௜
٧
௜ୀ١
١٣

 

തܺ ൌ
٨٧١.٥
١٣

ൌ ٦٧.٠٣ 

  

௜݂ݔ௜ ௜݂ ݔ௜ 

٠  ١٥  ٠  

١  ٣٠  ٣٠  

٢  ٣٥  ٧٠  

٣  ٣٠  ٩٠  

٤  ٢٠  ٨٠  

٥  ١٥  ٧٥  

٦  ٥  ٣٠  

  مجموع  ١٥٠  ٣٧٥

෍ݔ௜ ௜݂ ൌ ٣٧٥
٧

௜ୀ١

 

෍ ௜݂

٧

௜ୀ١

ൌ ١٥٠ 

തܺ ൌ
٣٧٥
١٥٠

ൌ ٢.٥ 



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢٥	
 

 ويرايش اول

  ميانه

ها را به دو قسمت مساوي تقسيم  كه دادهها را به صورت صعودي يا نزولي مرتب كنند، ميانه، عددي خواهد بود  اگر داده

درصد كوچكتر از آن باشند. اگر تمامي اعداد در مجموعه  50ها بزرگتر از آن و  درصد داده 50طوري كه  كند، به مي

)، عبارت از مقداري است كه Mdميانه (باشد  آنها فرد اگر مجموعهبندي شوند،  برحسب بزرگي رتبه nتا  1ها از  داده

௡ା1رتبه آن 
2

مقدار مياني، يعني مساوي  دوها زوج باشد، در اين صورت ميانه، مساوي متوسط  باشد. اگر مجموعه داده 

௡ميانگين مقاديري است كه رتبه آنها 

2
௡ 1+و 

2
  است.   

  را مشخص كنيد. 12و  41، 13‐، 17، 14مثال: ميانه اعداد 

  آنها، خواهيم داشت:با مرتب كردن اعداد به ترتيب صعودي و دادن رتبه به 

 13 12 14 17 41‐            مقدار:

 1 2 3 4 5      رتبه:

௡ା1ميانه عددي با رتبه 
2
ൌ	 5ା1

2
ൌ   خواهد بود. Md=14است، در نتيجه  3

، يعني مقاديري مقادير انتهاييشامل  كهشود هايي استفاده مي به طور كلي از ميانه به عنوان اندازه تمايل به مركز توزيع

واقع شده در انتهاي توزيع قرار  داد هاير تحت تاثيرتكمميانه ا بسيار پايين هستند. از نظر علمي نيز يدر حد بسيار بالا 

در  دست آوردن ميانه به عنوان يك پارامتر مركزي مفيد خواهد بود. گيرد. اگر صفت مورد مطالعه، كيفي باشد، به مي

اگر مقدار ميانگين عدد  ،دد مياني در مورد تعيين ميانه مجموعه داده هاي كيفي با تعداد زوجهنگام ميانگين گيري دو ع

 .دهيم نزديكترين عدد نسبت ميكاملي نبود آنرا به 

تجمعي آن  اي كه فراواني اولين طبقه كنيم. ن فراواني تجمعي استفاده مياز ستو براي محاسبه ميانه در جداول فراواني

اي است كه ميانه در آن قرار دارد. ميانه را در داده هاي طبقه بندي شده  بيشتر از آن باشد، طبقه ها و يا نصف تعداد داده

  آوريم: با استفاده از رابطه زير بدست مي



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢٦	
 

 ويرايش اول

݀ܯ ൌ ٠.٥ܮ ൅

݊
٢ െ ௜ି١ܥ݂

௜݂
ܴ 

  كه در آن:

  (اول بايد طبقه ميانه را مشخص كنيم) .داي است كه ميانه در آن قرار دار : حد پاييني طبقه 0.5ܮ

  .اي كه ميانه در آن قرار دارد يك طبقه قبل از طبقه مطلق : فراواني تجمعي ௜ି1ܥ݂

௜݂ اي كه ميانه در آن قرار دارد طبقه مطلق : فراواني.  

R فاصله طبقات :  

  آوريم: هاي زير بدست مي مثال: ميانه را براي داده

 دسته ها Fi  Fc 

50.5‐58.5  3  3 

58.5‐66.5  4  7 

66.5‐73.5  5  12 

73.5‐81.5  1  13 

 مجموع 13   

  

١٣ା١باشد لذا داده ميانه برابر خواهد بود با ( ) می١٣ها فرد ( چون تعداد داده
٢

ൌ قابل  ௖ܨکه از روی  ٧) داده شماره ٧

توضيح بيشتر به تيتر "کاربرد جداول ) (برای ٦٦.٥-٥٨.٥باشد، يعنی طبقه ميانه طبقه دوم خواهد بود ( تشخيص می

  فراوانی" مراجعه شود)

݀ܯ ൌ ٥٨.٥൅൮
൬
١٣
٢ ൰ െ ٣

٤
ൈ ٨൲ ൌ ٦٥.٥ 

 



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢٧	
 

 ويرايش اول

  نما

ها داشته باشد. از اين شاخص براي  ) در يك توزيع آماري مقداري است كه بيشترين تكرار را در ميان مشاهدهMoنما (

كنند كه نسبت به ديگر مقادير، تكرار بيشتري دارند. نما يك شاخص مركزي بسيار متغير و  هايي استفاده مي نمايش داده

يا اده برتري يك دهايي كه هدف تشخيص  انجام داد. در پژوهش توان ناپايدار است كه عمليات رياضي را بر روي آن نمي

  باشد، نما مفيدتر از ميانگين و ميانه است.مشاهده 

  نما را تعيين كنيد. 2و  5، 8، 10، 15، 2، 7، 15هاي  مثال: براي مشاهده

خواهند بود،  15و  2ها  اند، نماهاي مشاهده ها، بيشتر تكرار شده نسبت به ديگر مشاهده 15و  2با توجه به اين كه 

  توانند نما نداشته باشند يا چند نما داشته باشند. ها مي داده ها وجود خواهد داشت. براي مشاهدهيعني دو نما 

گيريم سپس با استفاده  اي كه داراي بيشترين فراواني است در نظر مي نيز ابتدا طبقه در جدول فراواني براي محاسبه نما

دانيم كه دقيقا نما مربوط به  باشد اما نمي توجه شود كه تشخيص طبقه مد ساده مي آوريم. از فرمول زير، نما را بدست مي

  كدام داده است.

݋ܯ ൌ ௠௢ܮ ൅
݀١

݀١ ൅ ݀٢
ܴ 

  كه در آن:

  (حد پايين طبقه مد).اي كه داراي بيشترين فراواني است  : حد پاييني طبقه ௠௢ܮ

  .اي كه داراي بيشترين فراواني است با طبقه قبل طبقه مطلق : تفاوت فراواني 1݀

  .اي كه داراي بيشترين فراواني است با طبقه بعد طبقه مطلق : تفاوت فراواني 2݀

R فاصله طبقات :  



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢٨	
 

 ويرايش اول

  داريم: است بنابراين 73.5-81.5اي كه داراي بيشترين فراواني است طبقه  قهمثال: در مثال قبل طب

݋ܯ ൌ ٦٦.٥൅ ൬
١

١൅ ٤
∗ ٨൰ ൌ ٦٨.١ 

  مقايسه ميانگين، ميانه و نما

هاي آماري بيشتر است. ميانگين براي توصيف متغيرهاي  در بررسي ت ميانگين هاي تمايل مركزي، اهمي از بين شاخص

، اما براي توصيف ترين شاخص مركزي خواهد بود ، مناسبمتعادلي برخوردار باشندپراكندگي اي كه از  ي و فاصلهتنسب

كار برد. براي متغيرهاي  توان به ، ميانه و نما را مياي دارد. براي توصيف متغيرهاي رتبهو اسمي كارايي ن اي متغيرهاي رتبه

  باشد. نيز ميانه معيار مركزي خوبي ميهاي اول و آخر باز باشند  وقتي گروه كنند. اسمي تنها از نما استفاده مي

  هاي پراكندگي شاخصابزار  )4

  دهند. ها ارائه مي هاي تمايل مركزي، فقط بخشي از اطلاعات لازم را براي مجموعه داده شاخص

  :هاي دو كلاس در يك آزمون آمار زيستي باشند مثال:فرض كنيد اعداد زير نمره

  20و 19و 18و 17و 16و 14و 6و 5و 3و 2كلاس يك: 

  15و 15و 14و 13و 12و 11و 11و 10و 10و 9كلاس دو: 

متفاوت است در كلاس يك  12ها در اطراف  باشد نحوه پراكندگي داده مي 12با وجود اينكه ميانگين براي هر دو كلاس 

ها نزديك  و داده ها كم باشند در حالي كه در كلاس دو پراكندگي داده دور مي 12ها از  ها زياد و اغلب داده پراكندگي داده

  باشند. مي 12به 

ها باشند و لازم است  داده توانند معرف كاملي از ي به تنهايي نميدهد كه معيارهاي تمايل مركز مثال بالا نشان مي

  معيارهايي براي سنجش پراكندگي نيز تعريف شوند.



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٢٩	
 

 ويرايش اول

يين تغييرات مطلوب است كه نخست روند. شاخصي براي تع متغيرها به كار مي پراكندگي براي توصيف بهترهاي  شاخص 

ها را بر حسب دوري يا نزديكي به ميانگين  ها استفاده شود و دوم اين كه اندازه تغييرات مشاهده در آن از تمام مشاهده

  شوند: هاي پراكندگي، انواعي دارند كه به ترتيب معرفي مي نشان دهد. شاخص

  دامنه تغيرات

، دامنه تغييرات است. اين شاخص از تفاضل كوچكترين مشاهده از بزرگترين هاي پراكندگي ترين شاخص يكي از ساده

  شود) چنين است: نشان داده مي Rشود. تعريف دامنه تغييرات(كه با  مشاهده، محاسبه مي

Rൌ ሺݔܽܯ ௜ܺሻ െ ሺ݊݅ܯ ௜ܺሻ 

، ميانگين  ١را بدست آوريم. مثلا در کلاس  ٢و  ١به عنوان مثال ممکن است بخواهيم ميانگين وزن دانشجويان دو کلاس 

باشد، ميانگين وزن  کيلوگرم می ٧٥و  ٥٥کيلوگرم بدست آمده و رنج حداقل و حداکثر وزن دانشجويان اين کلاس  ٦٥

کيلوگرم  ٨٥و  ٤٥اليکه رنج حداقل و حداکثر وزن اين کلاس کيلوگرم محاسبه شده در ح ٦٥نيز  ٢دانشجويان کلاس 

شود با توجه به اينکه ميانگين وزن دو کلاس با هم برابر است اما دامنه تغييرات دو کلاس با  باشد. همانطوريکه ديده می می

 هم متفاوت است. 

ا در تعيين اين شاخص، از مجموع دامنه تغييرات با وجود سادگي در محاسبه، از ثبات چنداني برخوردار نيست، زير

شود. از اين شاخص براي مواردي كه به شاخص فوري نياز  ها، فقط از كوچكترين و بزرگترين آنها استفاده مي مشاهده

  شود. ها و فاصله بين آنها مورد نظر باشد، استفاده مي باشد يا هنگامي كه تعيين بزرگترين و كوچكترين مقدار داده

  هاي زير دامنه تغييرات را مشخص كنيد. مثال: براي داده

௜ܺ ൌ ،١٥	،١٦	،١٧	،١٧	،٢٠	،٢٠	،٢٢	٦٠ 

هاست. دليل اين است كه مقدار  است كه بسيار بزرگتر از پراكندگي واقعي داده 45دامنه تغييرات در اين مثال، مساوي 

 ر از معمول جلوه كند.شود پراكندگي بزرگت ها، تفاوت چشمگيري دارد و سبب مي بزرگترين داده با ديگر داده



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٠	
 

 ويرايش اول

  از ميانگينمتوسط انحراف 

ها را  شاخص دامنه تغييرات قادر به بيان تمامي تغييرات نيست، پس بايد به دنبال شاخصي بود كه تغييرات تمامي داده

شوند. به ها نسبت به يك مبدا مقايسه  كند كه هر يك از داده گيري كند. طبيعي است تغيير، زماني مفهوم پيدا مي اندازه

آن است كه مجموع انحراف  ين است. از ويژگيهاي ميانگينها، ميانگ توان گفت كه بهترين مركز براي داده جرات مي

شود، خنثي شدن  ها مي ها از ميانگينشان هميشه مساوي صفر است. واضح است كه آنچه موجب صفر شدن انحراف داده

پس هاي مثبت و منفي از نظر كاربردي يكسان هستند،  جا كه انحرافهاي مثبت است. از آن هاي منفي با انحراف انحراف

  صورت زير استفاده كرد: ها به توان از قدرمطلق انحراف مي

|݁௜| ൌ ௜ݔ| െ  |ߤ

شود و  قدرمطلق آن حاصل مي ، در محاسبه قدرمطلق توجه كنيد كه اگر علامت منفي يك عدد منفي برداشته شود

|െ2|شود مثلا  قدرمطلق عدد مثبت، خود عدد مي ൌ |4|و  2 ൌ 4 .  

  از ميانگين رسيد، يعني: انحراف متوسطپراكندگي، با عنوان توان به شاخص جديدي از  بر اين اساس مي

.ܣ ܦ ൌ
௜ݔ|∑ െ |ߤ

݊
 

  هاست. :تعداد مشاهدهn: ميانگين و μها،  : مقادير مشاهده௜ݔ: انحراف متوسط از ميانگين، A.Dكه در آن 

تک  ) کم کنيم، در حقيقت انحراف تک١(ميانگين وزن کلاس  ٦٥را از  ١تک دانشجويان کلاس  برای مثال اگر وزن تک

باشند، حال اگر قدرمطلق اين انحرافها را با هم جمع کرده  ايم که مقادير مثبت و منفی می ها از ميانگين را بدست آورده داده

آيد. اگر متوسط انحراف  بدست می ١ها) تقسيم کنيم، متوسط انحراف از ميانگين کلاس  تعداد انحرافها (تعداد کل دادهو بر 

بيشتر است. ١از کلاس  ٢باشد يعنی پراکندگی وزن دانشجويان کلاس  ١بيشتر از کلاس  ٢از ميانگين کلاس   

  كنيم : زير استفاده ميفرمول  از براي محاسبه ميانگين انحرافها در جدول فراواني



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣١	
 

 ويرايش اول

ൌ.ܦ.ܯ
∑ ௜݂|ݔ௜ െ ௞|ݔ̅
௜ୀ١
∑ ௜݂
௞
௜ୀ١

 

موجود  اد زيادي انحراف اندكي انحراف زياد و در مقابل تعدها، تعداد اندك كه در محاسبه انحرافاز اين شاخص، هنگامي 

 شود، شاخص ميانگين مجذور ميحراف شود، زيرا اگر از انحراف معيار استفاده شود، با توجه به اين كه ان باشد، استفاده مي

  دهد. مقدار واقعي نشان ميبيش از ها  انحرافانحراف معيار، 

  انحراف معيار و واريانس 

رود. اين شاخص افزون بر اين كه  ترين شاخص پراكندگي به كار مي انحراف معيار امروزه به عنوان معتبرترين و پر استفاده

هاي قبلي برشمرده شد، ندارد.  مفاهيم آماري  ياري از معايبي را كه براي شاخصاز درجه اعتبار بالايي برخوردار است، بس

 دهند ن مينشا σكه آن را با  انحراف معيار جامعهگذاري شده است. فرمول محاسبه  ديگر بر اساس اين شاخص، پايه

  چنين است:

σ ൌ ඨ
∑ ሺݔ௜ െ ሻ௡ߤ
௜ୀ١

݊
 

  صورت زير است: به 2ሻߪሺ محاسبه واريانس جامعهفرمول 

٢ߪ ൌ
∑ ሺݔ௜ െ ሻ٢௡ߤ
௜ୀ١

݊
 

  گيرد. قرار مي n‐1هاي بالا  در مخرج كسر فرمول نمونه ሺܵ2ሻو واريانس  ሺܵሻانحراف معيار براي محاسبه 

ܵ ൌ ඨ
∑ ሺݔ௜ െ ሻ٢௡ݔ̅
௜ୀ١
݊ െ ١

 

ܵ٢ ൌ
∑ ሺݔ௜ െ ሻ٢௡ݔ̅
௜ୀ١
݊ െ ١

 



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٢	
 

 ويرايش اول

  هاست. مشاهده: تعداد n: ميانگين جامعه و μ: ميانگين نمونه، തܺها،  : مقدار هر كدام از مشاهده௜ܺهاي بالا،  در فرمول

اگر تعداد مشاهدات زياد باشد استفاده از دستور بالا خسته كننده خواهد بود با استفاده از جبر مقدماتي فرمول واريانس 

  آيد: مي تر است در به صورت زير كه از نظر محاسبه ساده

ܵ٢ ൌ
݊∑ ௜ݔ

٢ െ ሾ∑ ௜ݔ
௡
௜ୀ١ ሿ٢௡

௜ୀ١
݊ሺ݊ െ ١ሻ

 

  ساده شده واريانس بدست آوريد: اصلي از فرمولهاي زير را با استفاده  مثال: واريانس داده

 ௜ݔ  ١  ٧  ٠  ٣  ٩

௜ݔ  ٣‐=٤‐١  ٣=٤‐٧  ٤‐=٤‐٠  ١‐=٤‐٣  ٥=٤‐٩ െ  ݔ̅

٥٢ ൌ ٢٥ ሺെ١ሻ٢ ൌ ١ ሺെ٤ሻ٢ ൌ ٣٢ ١٦ ൌ ٩ ሺെ٣ሻ٢ ൌ ٩ ሺݔ௜ െ  ሻ٢ݔ̅

  

ݔ̅ ൌ ٤ 

  با استفاده از فرمول اصلی:

ܵ ൌ ට٦٠
٤
ൌ √١٥ ൌ ٢ܵ                           ٣.٨٧ ൌ ሺ٣.٨٧ሻ٢ ൌ ١٥ 

  شده:با استفاده از فرمول ساده 

෍ݔ௜

௡

௜ୀ١

ൌ ١൅ ٧൅ ٠൅ ٣൅ ٩ ൌ ٢٠ 

෍ݔ௜
٢

௡

௜ୀ١

ൌ ١٢ ൅ ٧٢ ൅ ٠٢ ൅ ٣٢ ൅ ٩٢ ൌ ١٤٠ 



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٣	
 

 ويرايش اول

ܵ٢ ൌ
݊∑ ௜ݔ

٢௡
௜ୀ١ െ	ሾ∑ ௜ݔ

௡
௜ୀ١ ሿ٢

݊ሺ݊ െ ١ሻ
ൌ
٥ሺ١٤٠ሻ െ ሺ٢٠ሻ٢

٥ ൈ ٤
ൌ
٧٠٠െ ٤٠٠

٢٠
ൌ ١٥ 

                S=٣.٨٧٣  

  كنيم : از فرمول زير استفاده مي براي محاسبه واريانس در جدول فراواني

ܵ٢ ൌ
∑ ௜݂ሾݔ௜ െ ሿ٢௞ݔ̅
௜ୀ١

∑ ௜݂ െ ١௞
௜ୀ١

 

௜ݔሺبا استفاده از بسط  െ   : كند تر مي كه محاسبات آنرا آسان نوشتتر  واريانس را به صورت ساده توان فرمول مي ሻ2ݔ̅

ܵ٢ ൌ
∑ ௜݂ݔ௜

٢ െ ሺ̅ݔሻ٢∑ ௜݂
௞
௜ୀ١

௞
௜ୀ١

∑ ௜݂ െ ١௞
௜ୀ١

 

  ضريب تغييرات

شاخص مركزي  شود، ولي از آنجا كه اين انحراف معيار به عنوان يك شاخص پراكندگي مناسب در آمار به كار برده مي

تواند  متاسفانه اگر پژوهشگر هوشيارانه عمل نكند، مي ،گيري است ها و به ويژه واحدهاي اندازه نيز، متاثر از طبيعت داده

گيرد كه مثلا دو نوع متغيري كه وارد  يكي از دلايل اين امر بدان خاطر صورت مي گيري را دچار اشتباه كند. تصميم

براي مثال ممكن است براي جمعيت معين بررسي كنيم كه آيا  گيري شوند. مختلف اندازهند با واحد شو محاسبه مي

شده  گيري اندازه كيلوگرم بر حسب متر و ديگري بر حسبيكي متغيرتر از وزن آنها است، كه  تغييرات قد يك جامعه

  .است

. اگر انحراف معيار ا كاملا متفاوت باشنداما ميانگينه روند گيري يكسان بكار مي واحدهاي اندازه علاوه بر آن ممكن است

آموزان سال اول دبيرستان مقايسه كنيم، ممكن است  وزن كودكان كلاس اول دبستان را با انحراف استاندارد وزن دانش

انحراف معيار دومي از نظر عددي بزرگتر از اولي باشد زيرا وزنها خود بزرگتر هستند، نه به خاطر آنكه تغييرات بيشتر 

  .است



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٤	
 

 ويرايش اول

گويند. اين  مي ሻܸܥሺكه به آن ضريب تغييرات  براي دوري از هر گونه خطا، شاخص پراكندگي نسبي در آمار وجود دارد 

دهد كه ميِزان پراكندگي، چند درصد ميانگين است. از اين ضريب در مواردي كه بخواهند تغييرپذيري  شاخص نشان مي

تقسيم  ሻߤሺبه ميانگين آن  ሻߪሺشود. اگر انحراف معيار هر توزيع  يدو يا چند گروه را با هم مقايسه كنند، استفاده م

  آيد. به دست مي ሻܸܥሺشود، انحراف معيار نسبي با ضريب تغييرات 

ܸܥ ൌ ൬
ߪ
ߤ
൰ ١٠٠ 

گيري  به واحد اندازه اتشوند، در نتيجه ضريب تغيير هر دو با يك واحد بيان مي ي كه ميانگين و انحراف معياراز آنجاي

  بستگي ندارد.

ساله گردآوري  14ساله و يك گروه از نوجوانان  20ه از جوانان  وزن يك گرو ل زير ميانگين و انحراف معيارمثال: در جدو

  شده است، تغييرات وزن دو گرون را مقايسه نماييد.

  سال 14  سال 20  سن

  كيلوگرم 32  پوند 145  ميانگين وزن

  كيلوگرم 4  پوند 10  انحراف استاندارد

  

.ܥساله       20جوانان  ܸ.ൌ 10
145
ൈ 100 ൌ 6.9 

.ܥساله     14جوانان  ܸ.ൌ 4
32
ൈ 100 ൌ 12.5 

  ساله است. 20ساله بيشتر از تغييرات وزن در جوانان  14بنابراين تغييرات وزن در نوجوانان 

  

  



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٥	
 

 ويرايش اول

  :تمارين

 باشد؟ يك جدول فراواني حداقل داراي چه ستونهايي مي -1

 يك نتيجه بنويسيد. ௖ܲو  ௖  ،௜ܲܨ،  ௜ܨيك جدول فراواني فرضي ساخته و در مورد هر كدام از ستونهاي  -2
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 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٦	
 

 ويرايش اول

 فصل سوم

  احتمال 

  مقدمه

كند. احتمالات مبحثي از رياضيات است كه اصول نظريه آمار بر مبناي آن بنا  دلالت مي "عدم اطمينان"واژه احتمال بر 

شود. براي  مبناي اطلاعات و شواهد موجود استفاده ميبيني وقايع آينده بر  شده است. افزون بر اين از احتمالات در پيش

ها  آمار توصيفي معمولا به توصيف داده توان احتمال وقوع بارندگي، حضور يك گونه گياهي و ... را تعيين كرد. مثال، مي

باشد  ي ميها به جامعه كه مربوط به آمار استنباط هايي از يك جامعه آماري هستند. تعميم نمونه پردازد كه نمونه مي

  شود. گيري آن از تئوري احتمالات استفاده مي باشد كه براي اندازه همواره داراي مقداري خطا مي

جوانه زدن بذر پنبه، لازم است بدانيم كه درصد ر مطالعه تاثير پيش از تعريف احتمال, مثالي را در نظر مي گيريم. د

بذر و شمارش  100براي پي بردن به اين نكته مي توانيم با كاشت چقدر است.  قابليت زنده ماندن بذر پنبهجوانه زدن يا 

موفقيت داشته باشيم(  49حادثه  100بذر جوانه بزند، يعني اگر در بين  49تعداد بذرهاي جوانه زده، شروع نمائيم. اگر 

فقيت (تعداد موفقيت كلمه موفقيت در آمار براي وقوع حادثه مورد بحث به كار مي رود)، مي گوئيم كه فراواني نسبي مو

بذر جوانه بزند، فراواني  103بذر بكاريم و از اين تعداد بفرض  200است. حال اگر  0.49بخش بر تعداد آزمايش)برابر 

103نسبي برابر است با 
200

ൌ اگر ما اين آزمايش را بارها تكرار كنيم و هر بار تعداد بيشتري بذر بكاريم،  خواهد بود.  0.515

يك سري مقادير از فراواني ها ي نسبي متناظر به دست خواهد آمد كه در جدول زير آمده است. اگر اين فراواني هاي 

ناميم. از داده هاي جدول نسبي به يك حد نزديك شوند، اين مقدار حدي را احتمال موفقيت در يك مرتبه آزمايش مي 

ميل مي نمايد كه اين مقدار را به نام احتمال جوانه زدن  0.52زير چنين بر مي آيد كه فراواني هاي نسبي به طرف مقدار 

  يك بذر پنبه تيمار نشده خواهيم ناميد.

  

  



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٧	
 

 ويرايش اول

  )s/nفراوانی نسبی (  )sتعداد موفقيت (  )nتعداد آزمايش  (

٠.٤٩  ٤٩  ١٠٠  

٠.٥١٥  ١٠٣  ٢٠٠  

٠.٥٢٤  ٢٦٢  ٥٠٠  

٠.٥١٧  ٥١٧  ١٠٠٠  

٠.٥١٩٣  ٥١٩٣  ١٠٠٠٠  

                                                       

  اكنون مي توان احتمال را به صورت زير در نظر گرفت.

كه براي  s/nنشان دهيم و اگر سري فراواني هاي نسبي  sآزمايش را به وسيله  n: اگر تعداد موفقيت در  1تعريف 

احتمال "به دست مي آيد به سمت يك حد ميل كند، اين حد را  n هاي بيشتر) (تعداد آزمايش مقادير بيشتر و بيشتر

نهايت  گويند، اگر تعداد آزمايشها به سمت بي به اين مفهوم قانون اعداد بزرگ مي مي نامند. "موفقيت در يك آزمايش

  د كه همان احتمال رخ دادن پيشامد مورد نظر است يعني :شو ميل كند فراواني نسبي به حدي نزديك مي

ܲ ൌ lim
௡→ஶ

௜ܨ
∑ ௜௡ܨ
௜ୀ1

	 

گيرند. بنابراين،  در عمل، احتمال را برابر فراواني نسبي كه براي بيشترين تعداد آزمايش بدست آمده باشد در نظر مي

را  0.5193پنبه به كار رفته باشد. در اين صورت فراواني نسبي ذر ب 10000براي اعداد جدول فوق اگر آزمايش براي 

  توان در نظر گرفت. پنبه ميزدن يك بذر  مال جوانهاحت

شود و همواره  گاه كاملا ثابت نمي نكته جالب اين است كه بدانيد اين حد بدست آمده در تكرار آزمايشات زياد هيچ

  رضيات رياضي كاملا سازگار نيست.نوساناتي دارد. بدين دليل محاسبات احتمال با ف

ها،  اين تعريف احتمال، يعني در نظر گرفتن احتمال به عنوان فراواني نسبي موفقيت در تعداد زياد ولي محدود آزمايش

هد بود. به اين نوع احتمال كه مبناي مشاهداتي ابراي مقاصد ديگر مثلا براي فهم و اثبات قضاياي احتمالات مناسب خو

  عيني گفته ميشود. دارد احتمال



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٨	
 

 ويرايش اول

توان محاسبه نمود ولي بايد توجه داشت كه مقدار اين احتمال نسبت به  احتمال عيني را براي هر ويژگي خاصي مي

كند و در نتيجه ميزان استفاده از آن بسيار محدود است. به عبارت ديگر اين روش  شرايط مختلف زماني و مكاني فرق مي

از طرف ديگر اين پيشامدها  نمايد ك زمان و مكان معين (شرايط خاص) محاسبه مياحتمال وقوع ويژگي خاصي را در ي

هم ارز نيستند يعني امكان وقوع پيشامد اول با امكان وقوع پيشامدهاي ديگر برابر نيست و تحت تاثير عوامل مختلفي 

است براي مثال اگر احتمال عيني چنين احتمالي در مواردي خاص داراي ارزش بسيار فراواني قرار دارند.  ناگفته نماند 

وقوع يك بيماري در يك زمان در دو نقطه مختلف كشور فرق داشته باشد. چون احتمال وقوع موفقيت قبل  از انجام 

  گويند. آزمايش مشخص نيست به اين نوع احتمالات، احتمال پسين مي

تفاق بيفتد محاسبه نماييم آن را احتمال اوليه، اگر قادر باشيم احتمال وقوع يك ويژگي خاص را قبل از آنكه آن حادثه ا

1دانيم كه اگر يك سكه سالم را پرتاب نماييم احتمال شير آمدن برابر است با  پيشين يا كلاسيك گوييم. براي مثال مي
2

يا  

1بدست آيد برابر است با  3اگر يك تاس را پرتاب نماييم احتمال اينكه عدد 
6

كه در گيري آن است  علت اين نتيجه.  

پرتاب يك سكه كاملا متعادل فقط امكان رخ دادن دو حادثه، يعني شير يا خط وجود دارد و هر دو واقعه داراي احتمال 

نكته هستند.  (هم شانس يا هم تراز، يعني امكان وقوع پيشامد اول برابر امكان وقوع پيشامدهاي ديگر است) وقوع مساوي

عيني هر چقدر تعداد دفعات آزمايش را بيشتر كنيم مقدار احتمال عيني بسيار مهم آن است كه در تعريف احتمال 

  گردد. (نسبت پيشامد ويژگي) به احتمال كلاسيك يا اوليه نزديكتر مي

افتند، تعريف زير  تراز اتفاق مي ها فقط به صورت چند حادثه هم ها يا عدم موفقيت براي چنين حالاتي كه در آنها موفقيت

  مناسب است:

 S+fصورت رخ ندهد، و اگر احتمال وقوع هر يك از اين  fصورت رخ دهد و به  Sاي بتواند به  : اگر حادثه 2تعريف 

 برابر است با: "(پيشامد حادثه) در يك بار آزمايش احتمال موفقيت"ها مساوي باشد،  صورت

ܲ ൌ
ܵ

ܵ ൅ ݂
 

  حادثه برابر است با: احتمال عدم وقوعو 



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٣٩	
 

 ويرايش اول

ݍ ൌ
݂

ܵ ൅ ݂
 

است. بنابراين، احتمال آمدن يك شير در پرتاب يك سكه كاملا  1حالتي خاص از تعريف  2واضح است كه تعريف 

توان از هر يك از اين تعاريف به دست آورد. بديهي است كه به دست آوردن احتمال از تعريف دوم  متعادل را مي

صورت رخ دهد و يك خط  S=1اند فقط به تو خيلي آسانتر است، چون در يك مرتبه پرتاب يك سكه، يك شير مي

  باشند. بنابراين، داريم: صورت اتفاق افتد و هر دو صورت داراي احتمال وقوع مساوي مي f=1تواند فقط به  مي

ܲ ൌ
١

١൅ ١
ൌ
١
٢
 

را به كار ببريم، ناچار خواهيم بود كه سكه را به دفعات زياد آزمايش نموده و تعداد شيرها را يادداشت  1اگر تعريف 

1ائيم. مسلم است كه نسبت تعداد شيرها به تعداد دفعات پرتاب سكه براي تعداد بيشتر و بيشتر آزمايش به عدد نم
2

 

 شود. نزديك مي

  كنيم. با اين مقدمه در ادامه مفاهيم اساسي در احتمالات را تعريف مي

معروف است. براي مثال، با پرتاب  "آزمايش"آزمايش: در نظريه احتمال فعاليتي كه نتيجه آن از قبل مشخص نباشد، به 

 شود. انجام اين كار يك آزمايش است. سكه، شير يا خط ظاهر مي

  فضاي نمونه:

  دهند. نمايش مي Sآن آزمايش گويند كه آن را با  فضاي نمونهمجموعه پيامدهاي ممكن يك آزمايش را 

  مثال: فضاي نمونه پرتاب يك سكه را مشخص كنيد.

 S={H,T}نشان دهند، در اين صورت:      Tو خط را با  Hاگر ظاهر شدن شير را با 

  S={1,2,3.4,5,6}مثال: فضاي نمونه پرتاب يك تاس را مشخص كنيد.     



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٤٠	
 

 ويرايش اول

هاي فضاي نمونه است. در پرتاب يك سكه، خط آمدن يك  پيشامد : در نظريه احتمال، پيشامد، يكي از زيرمجموعه

  يشامد ديگري است.پيشامد و شير آمدن پ

اي وجود دارد كه در آن، همه پيامدهاي مقدماتي، از شانس مساوي براي  احتمال يك پيشامد: فرض كنيد فضاي نمونه

عبارت است از تعداد عضوهاي  A. در اين صورت احتمال وقوع پيشامد خاصي مانند تراز) (همانتخاب شدن برخوردارند

را با  Aو تعداد عضوهاي پيشامد  n(s). اگر تعداد عضوهاي فضاي نمونه را با به تعداد عضوهاي فضاي نمونه Aپيشامد 

n(A)  نشان دهند، احتمالA يعني ،P(A) :به صورت زير خواهد بود  

ܲሺܣሻ ൌ
݊ሺܣሻ
݊ሺܵሻ

 

مهره سياه است، را  3مهره سفيد و  4مهره قرمز،  5اي سفيد، از ظرفي كه محتوي  مثال: احتمال بيرون آوردن مهره

  يد.محاسبه كن

  نمايش دهند، آنگاه: Bعد سفيد است. اگر پيشامد مورد نظر را با  4مهره در ظرف وجود دارد كه  12تعداد 

ܲሺܤሻ ൌ
٤
١٢

ൌ
١
٣
 

  شود. اشاره مي" احتمالات اصول اساسي"در ادامه به برخي 

ሺ0همواره بزرگتر يا مساوي صفر و كوچكتر يا مساوي يك است،  Aاحتمال وقوع پيشامدي همانند  -الف ൑ PሺAሻ ൑ 1ሻ 

  قابل اثبات است)  ௜ܲ(از روي فراواني نسبي 

(از روي فراواني نسبي  )P(S)=1فضاي نمونه، همواره برابر يك است ( تمام پيشامدهاي ممكن احتمالمجموع  -ب

  قابل اثبات است) ௖ܲتجمعي 

ي نمونه و مجموعه پيشامد با توجه با اينكه در محاسبات احتمالات همواره در حال شمارش تعداد اعضاي مجموعه فضا

تواند درك قوانين  ها مي اي از فضاي نمونه) هستيم، لذا اطلاع كافي در زمينه نظريه مجموعه (به عنوان زيرمجموعه



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٤١	
 

 ويرايش اول

احتمالات را ساده كند. بدين منظور جدول متقاطع زير كه گروه خوني افراد را بر حسب جنسيت تفكيك نموده است ارائه 

  شود. مي

 گروه خوني D1:زن  D2:مرد   مجموع

c1:A  1  0  1 

c2:B  2  1  3 

c3:O  0  2  2 

c4:AB  3  3  6 

 مجموع 6  6  12 

  

 AB,O,B,Aاز افرادي تشكيل شده كه به ترتيب داراي گروه هاي خوني   c4الي  c1هاي در جدول بالا  مجموعه

كند. با استفاده از مفاهيم اشتراك,  مي مرد) آنها را از لحاظ جنسيتي تفكيك( D2(زن) و D1هاي   باشند و مجموعه مي

هاي ديگري را از مجموعه اصلي (مرجع) مشخص ساخت. براي  توان مجموعه ها مي در مورد مجموعه اجتماع و مكمل

C1مثال، مجموعه  ∩ D1  (اشتراك) از زنهايي كه گروه خونيA   يا به عبارت ديگر تعداد افراد گروه دارند به وجود آمده)

nሺC1و به شرطي كه از زنها باشند)  Aخوني  ∩ D1ሻ ൌ C4مجموعه  است. 1 ∪ D2  (اجتماع) از افراد داراي گروه

nሺC4 است و برابر با تشكيل گرديدهيا افراد مرد يا هر دو  ABخوني  ∪ D2ሻ ൌ 6 ൅ 6 െ 3 ൌ باشد. در  مي 9

nሺC4محاسبه  ∪ D2ሻ  ود در اجتماعشمارش تعداد عناصر موجدر  كنيم، چون جموع دو عدد ديگر كم ميرا از م 3عدد 

شوند تشكيل  از افرادي كه شامل مردان نمي Dഥ2، يعني  D2دو بار شمارش شده است. مكمل  B2و  A2هاي  مجموعه

nሺDഥ2ሻ  باشند و برابر با  همان زنها مي گرديده كه ൌ 12 െ 6 ൌ لازم به ذكر است كه براي درك بهتر  .بودخواهد  6

ها روی کاغذ به صورت  مود که يک نمايش دو بعدی از مجموعهتوان استفاده ن "ون" نيز میموارد مذكور از نمودار 

 باشد. دو بعدی می



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٤٢	
 

 ويرايش اول

  قانون جمع -ج

. قبل از بيان يا ...  پيشامد اتفاق بيفتد، يعني حادثه اول يا حادثه دوم رود كه يكي از چند زماني به كار ميقانون جمع 

  شوند.قانون جمع، لازم است كه پيشامدهاي سازگار و ناسازگار تعريف 

ሺAناسازگارند، هرگاه برآمد مشتركي نداشته باشند  Bو  Aدو پيشامد  ∩ B ൌ ∅ሻ  و در نتيجه، وقوع يكي از آنها مانع

رخ دادن ديگري باشد.يا اگر دو يا چند پيشامد چنان باشند كه در هر يك آزمايش منفرد، بيش از يكي از آنها نتواند رخ 

يا مرد بودن كه اشتراكي  Aمانند پيشامد گروه خوني  نامند. مي "ه الجمعمانع"بدهد، آنها را نسبت به هم ناسازگار يا

  ندارند.

ሺAسازگارند، هرگاه برآمد مشترك داشته باشند  Bو  Aدو پيشامد  ∩ B ് ∅ሻ  و در نتيجه همزمان با يكديگر هم

  با زن بودن كه اشتراك دارند. ABمانند پيشامد گروه خوني  بتوانند رخ دهند.

PሺAعبارتست از :   Bو  A پيشامد ناسازگاردو  قانون جمع در مورد ∪ Bሻ ൌ PሺAሻ ൅ PሺBሻ 

  باشد: Aول بالا فرد انتخاب شده مرد يا گروه خوني مثلا احتمال اينكه در جد

ܲሺܣ ∪ ሻܤ ൌ
٦
١٢

൅
١
١٢

ൌ
٧
١٢

ൌ ٠.٥٨ 

 عبارتست از: Bو  A پيشامد سازگارقانون جمع در مورد دو 

ܲሺܣ ∪ ሻܤ ൌ ܲሺܣሻ ൅ ܲሺܤሻ െ ܲሺܣ ∩  ሻܤ

 باشد: ABمثلا احتمال اين را حساب كنيد كه فرد انتخابي زن يا گروه خوني 

ܲሺܣ ∪ ሻܤ ൌ ܲሺܣሻ ൅ ܲሺܤሻ െ ܲሺܣ ∩  ሻ	ܤ

ܲሺܤياܣሻ ൌ
٦
١٢

൅
٦
١٢

െ
٣
١٢

ൌ
٩
١٢
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  :Cو  A ،Bتوان تعميم داد. براي مثال، در مورد سه پيشامد ناسازگار  قانون جمع را به بيش از دو پيشامد نيز، مي 

ܲሺܣ ∪ ܤ ∪ ሻܥ ൌ ܲሺܣሻ ൅ ܲሺܤሻ ൅ ܲሺܥሻ 

  :Cو  A ،Bدر مورد سه پيشامد سازگار 

ܲሺܣ ∪ ܤ ∪ ሻܥ ൌ ܲሺܣሻ ൅ ܲሺܤሻ ൅ ܲሺܥሻ െ ܲሺܣ ∩ ሻܤ െ ܲሺܤ ∩ ሻܥ ൅ ܲሺܣ ∩ ܤ ∩  ሻܥ

  اميد رياضي

آن  "اميد رياضي"با  "تعداد دفعات مورد انتظار وقوع"احتمال وقوع يك پيشامد در يك آزمايش منفرد باشد،  pاگر 

 0.5139همانطوريكه در قبل ديديم احتمال سبز كردن بذر پنبه برابر با خواهد بود.  npآزمايش برابر  nپيشامد در 

0.5193ൈبذر پنبه بكاريم تعداد بذرهاي سبز شده برابر با  10000محاسبه شده است. اگر  بذر  0.5193يعني  10000

6برابر با  ABخواهد بود. يا اينكه در جدول قبل ديديم كه احتمال گروه خوني 
12

نفر  12اد كل افراد باشد. اگر تعد مي 

6باشند، 
12
ൈ   خواهند داشت. ABنفر آنها گروه خوني  6يا  12

باشد، چقدر  5مرتبه آزمايش پرتاب دو تاس، تعداد مورد انتظار براي حالتي كه مجموع كمتر از  900در  مثالي ديگر:

  است؟

  ختن دو تاسدر يك مرتبه ري 5براي به دست آوردن مجموعي كمتر از  pبراي پيدا كردن احتمال 

  حالتهاي زير ميتواند براي دو تاس رخ دهد : 5چون براي مجموع كمتر از 

  لذا:   2-2يا 1-1يا  1-4يا  3-2يا  2-1يا 1-3

S=6 ،S+f=36 ݌، پس ൌ 6
36
ൌ 1

6
  

1، عبارت است از باشد 5لتي كه مجموع كمتر از آزمايش براي حا 900تعداد دفعات مورد انتظار در بين   
6 ൈ 900 ൌ 150   
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آزمايش است. به اين ترتيب، در  nترين تعداد موفقيت براي وقوع در بين  توان ديد كه اميد رياضي محتمل به آساني مي

هذا، اين مفهوم بدين معنا  باشد. مع مي 5مرتبه مجموع كمتر از  150ترين پيشامد عبارت از آمدن  مثال قبل، محتمل

اين پيشامد اتفاق بيفتد. در واقع، حتي به اين معني هم نيست كه اين مرتبه پرتاب دو تاس حتما بايد  900نيست كه در 

 مرتبه 150افتد. به طور مسلم، معني آن اين است كه احتمال وقوع اين پيشامد (آمدن  پيشامد با احتمال زياد اتفاق مي

مرتبه آزمايش تعيين  nبه صورت فراواني نسبي در  p) از پيشامدهاي ديگر بيشتر است. اگر احتمال 5مجموع كمتر از 

آزمايش اميد رياضي با مقدار واقعي موفقيت برابر است. به اين ترتيب،  nشود كه در اين  شده باشد، به آساني ديده مي

زني در  باشد، اميد رياضي جوانه 0.5193طور كه قبلا ديده شد برابر  زني بذرهاي تيمار نشده پنبه، همان اگر احتمال جوانه

0.5193ൈبا  بذر برابر 10000 10000 ൌ   هاي ظاهر شده برابر است. باشد كه با تعداد واقعي جوانه مي 5193

 

  احتمال شرطي: -د

توان  اي از مجموعه مرجع را تشكيل دهد. به بيان ديگر، مي گاهگاهي امكان دارد مجموعه همه نتايج ممكن زير مجموعه

قابل اعمال نيست، كاهش داد. اگر مخرج كسر احتمالات جمعيت مساعد را با اعمال مجموعه شرايطي كه بر كل جمعيت 

نامند. مفهوم احتمال شرطي را با مراجعه مجدد به  اي از مجموعه مرجع باشد، حاصل را احتمال شرطي مي زيرمجموعه

 ABتوان شرح داد. فرض كنيد بخواهيم احتمال آنكه يك نفر انتخاب شده گروه خوني جدول گروه خوني و جنس مي

اشد را محاسبه كنيم. احتمال بالا احتمال غيرشرطي است، چه بر مجموعه همه نتايج ممكن هيچ شرطي بار داشته ب

  ايم. نكرده

  نماييم: اين احتمال را به صورت زير محاسبه مي

ܲሺ٤ܥሻ ൌ
݊ሺ٤ܥሻ
݊ሺܷሻ

ൌ
٦
١٢

ൌ ٠.٥ 

) كاهش دهيم،حال حساب كنيد احتمال آن كه D2حال اگر مجموعه همه نتايج ممكن را به مجموعه افراد مرد (مجموعه 

داشته باشد به شرط آنكه وي از ميان مردها انتخاب شده باشد، چقدر است؟  ABيكي از افراد انتخاب شده گروه خوني 
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عضو، يعني از افراد مرد درست شده است. در همين جدول  6از  D2كنيم كه مجموعه  در جدول مربوطه مشاهده مي

C4دارند كه معادل با تعداد اعضاي مجموعه  ABفر گروه خوني ن 3بينيم كه  مي ∩ D2 رو، پاسخ سوال  باشد. از اين مي

  بالا به صورت زير است:

ܲሺ٢ܦ|٤ܥሻ ൌ
݊ሺ٤ܥ ∩ ٢ሻܦ
݊ሺ٢ܦሻ

ൌ
٣
٦
ൌ ٠.٥ 

شود:  چنين خوانده مي PሺC4|D2ሻپس،  "به شرطي كه ... داده شده باشد"شود  خوانده مي PሺC4|D2ሻخط عمودي در 

براي حل مسائل شرطي هميشه اول شرط را اجرا  "داده شده باشد D2به شرطي كه پيشامد  C4احتمال پيشامد "

، يعني  n(U)اگر صورت و مخرج كسر بالا را بر تعداد اعضاي مجموعه مرجع آيد.  ) مي|كنيم كه بعد از خط عمودي ( مي

  تعداد كل افراد تقسيم كنيم خواهيم داشت:

ܲሺ٢ܦ|٤ܥሻ ൌ

݊ሺ٤ܥ ∩ ٢ሻܦ
݊ሺܷሻ
݊ሺ٢ܦሻ
݊ሺܷሻ

 

ܲሺ٢ܦ|٤ܥሻ ൌ
ܲሺ٤ܥ ∩ ٢ሻܦ
ܲሺ٢ܦሻ

ൌ

٣
١٢
٦
١٢

ൌ ٠.٥ 

  سازد. به صورت زير رهنمون مي "احتمال شرطي"نتيجه حاصله ما را به تعريف كلي 

Aداده شده باشد، برابر است با احتمال  Bبه شرطي كه پيشامد  Aتعريف : احتمال شرطي  ∩ B  تقسيم بر احتمال

  مخالف صفر باشد. Bبه شرط آن كه احتمال پيشامد  Bپيشامد 

    يعني:

ܲሺܤ|ܣሻ ൌ
ܲሺܣ ∩ ሻܤ
ܲሺܤሻ

																												ܲሺܤሻ ് ٠ 

  قانون ضرب  -ه 
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رود كه چند پيشامد با هم اتفاق بيفتند يعني حادثه اول و حادثه دوم و ... . قبل از استفاده  قانون ضرب زماني به كار مي

  ه تعريف شوند.از اين قانون لازم است پيشامدهاي مستقل و وابست

ار نگيرد. در نامند كه احتمال وقوع هر يك از آنها تحت تاثير وقوع ديگري قر مي "مستقل"را موقعي  دو يا چند پيشامد

  نامند. مي "يا وابسته غير مستقل"غير اين صورت، پيشامد را 

يا اگر دو تاس را  باشند مي در ريزش دوم وقايع مستقل 5در ريزش اول و وقوع  3اگر تاسي را دو بار بريزيم، وقوع 

. حالا مثلا اگر گروه خوني افراد در تاس دوم مستقل از هم هستند 5در تاس اول و   3يكمرتبه پرت كنيم، احتمال وقوع 

،  Bكارت  A ,4كارت گروه خوني  4يك جامعه آماري خاص را روي كارتهاي مستقل بنويسيم به ترتيبي كه در آن 

كارت داشته باشيم. اگر دو كارت به طور متوالي از يك دسته كارت، بدون  26و در مجموع   ABكارت  12و   Oكارت 4

در دفعه دوم وقايع مستقل نيستند.  Bدر كشيدن مرتبه اول و ظهور يك  Aجايگذاري بيرون كشيده شوند، ظهور يك 

يدن ورق اول اتفاق افتاده است. اي دارد كه در كش در كشيدن دفعه دوم بستگي به حادثه Bزيرا احتمال به دست آمدن 

اگر بعد از انتخاب ورق آن را جايگذاري كنيم، در اين صورت، نتيجه كشيدن ورق دوم از كشيدن ورق اول مستقل خواهد 

توان به اين صورت نيز عمل كرد كه اگر  براي تشخيص دو رويداد وابسته يا مستقل از روي جدول گروه خوني مي بود.

ر ميزان احتمال بوجود نياورد آن دو پيشامد را مستقل و در صورتي كه اعمال شرط احتمال اعمال شرط تغييري د

به  ABناميم. مثلا در بحث احتمال شرطي احتمال گروه خوني  محاسبه شده را تغيير دهد آن دو پيشامد را وابسته مي

است، بنابراين دو پيشامد گروه محاسبه شده  0.5بدون هيچ شرطي برابر  ABشرط مرد بودن با احتمال گروه خوني 

  و مرد بودن وابسته هستند (چگونه؟). Bو مرد بودن مستقل هستند. اما دو پيشامد گروه خوني  ABخوني 

در صورتي كه دو پيشامد، مستقل از يكديگر باشند، احتمال اين كه هر دوي آنها اتفاق بيفتند، مساوي حاصل ضرب 

ܣሺܲ             د:احتمال وقوع هر يك از آنها خواهد بو ∩ ሻܤ ൌ ܲሺܣሻ. ܲሺܤሻ 

اگر دو پيشامد وابسته باشند، يعني احتمال وقوع يكي از آنها به احتمال وقوع با عدم وقوع ديگري بستگي داشته باشد، 

  احتمال آن كه هر دوي آنها اتفاق بيفتند، عبارت است از:

ܲሺܣ ∩ ሻܤ ൌ ܲሺܣሻ. ܲሺܣ|ܤሻ ൌ ܲሺܤሻ. ܲሺܤ|ܣሻ 
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  فرمول احتمال شرطي به راحتي اثبات ميشود.طرفين وسطين كردن ن قانون از روي همانطوريكه ديده ميشود اي

شود (بدون جايگذاري). سپس يك  تايي كارت گروه خوني، يك ورق به طور تصادفي كشيده مي 26از همان دسته مثال: 

  باشد چقدر است؟ Bو ورق دوم  Aشود. احتمال آنكه ورق اول  ورق ديگر نيز كشيده مي

p1در دفعه اول برابر  Aكشيدن يك احتمال  ൌ
4
26

از بين برگها  Aدر بار دوم پس از آنكه يك  Bو احتمال كشيدن يك  

p2بيرون كشيده شده باشد، برابر   ൌ
4
25

  است. بنابراين احتمال مورد نظر برابر است با: 

ܲ ൌ ٤
٢٦
ൈ ٤

٢٥
ൌ ١٦

٦٥٠
 

برگ را به دفعات زياد انجام دهيم (و  26اين بدان معني است كه اگر عمل كشيدن دو كارت به طور متوالي از بين 

و  Aآزمايش، ابتدا يك  40بار در هر  1بار يا حدود  650بار از  16هميشه به همين صورت و بدون جايگذاري)، فقط در 

  شوند. بيرون كشيده مي Bبعد از آن يك 

  توان نوشت: مي سه پيشامد مستقلتوان تعميم داد. براي مثال در مورد  قانون ضرب را به بيش از دو پيشامد نيز، مي

ܲሺܣ ∩ ܤ ∩ ሻܥ ൌ ܲሺܣሻ. ܲሺܤሻ. ܲሺܥሻ 

  خواهيم داشت: سه پيشامد وابستهو در مورد 

ܲሺܣ ∩ ܤ ∩ ሻܥ ൌ ܲሾሺܣ ∩ ሻܤ ∩ ሿܥ ൌ ܲሺܣ ∩ .ሻܤ ܲሺܣ|ܥ ∩ ሻܤ ൌ ܲሺܣሻ. ܲሺܣ|ܤሻ. ܲሺܣ|ܥ ∩  ሻܤ

مهره، به طور تصادفي انتخاب  3مهره قرمز وجود دارد. از اين كيسه  8مهره سياه و  5ره سفيد، مه 4مثال: در يك كيسه 

  شود. احتمال اين كه اولي سفيد، دومي سياه و سومي قرمز باشد، چقدر است؟ مي

P ቀسفيد	اولي	،	سياه	دومي	،	قرمز	سومي	ቁ ൌ
٤
١٦

∗
٥
١٥

∗
٨
١٤

ൌ ٠.٠٤٨ 

در اين است كه در اولي وقوع حادثه اول يا دوم يا سوم، الي آخر،  اختلاف عمده بين قانون جمع و ضربتوجه كنيد كه 

باشد. بنابراين، غالبا در يك  مدنظر است، در حالي كه در مورد دوم وقوع حادثه اول و دوم و سوم و غيره مورد نظر مي

ܲ൫ܤหکارتها	مابقی൯ :يعنی
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 ه شرطي كه آنها مانعه الجمع(البته ب هاي وقايع را با هم جمع كرد احتمالدر برداشته باشد، بايد  "يا"مسئله احتمال اگر 

احتمالهاي وقايع را در اش اين است كه  دربرداشته باشد، لازمه "و"يا ناسازگار باشند) و از طرف ديگر، اگر مسئله احتمال 

گاهي اوقات در حل بعضي از مسائل هر دو قانون ضرب و جمع  (به شرطي كه وقايع از هم مستقل باشند). هم ضرب نمود

  شود: مي با هم استفاده

  مثال: احتمال اين را حساب كنيد كه در يك خانواده از سه بچه دو تا پسر و يكي دختر باشد.

  حالات مطلوب ما عبارتند از:

A ൌ  دختر	،	پسر	،	پسر

B ൌ  پسر	،	دختر	،	پسر

C ൌ  پسر	،	پسر	،	دختر

ܲሺܣሻ ൌ ܲሺپسرሻ ൈ ܲሺپسرሻ ൈ ܲሺدخترሻ
١
٨
 

ܲሺܤሻ ൌ ܲሺپسرሻ ൈ ܲሺدخترሻ ൈ ܲሺپسرሻ
١
٨
 

ܲሺܥሻ ൌ ܲሺدخترሻ ൈ ܲሺپسرሻ ൈ ܲሺپسرሻ
١
٨
 

ܲሺياܣ	ܥياܤሻ ൌ ܲሺܣሻ ൅ ܲሺܤሻ ൅ ܲሺܥሻ ൌ
١
٨
൅
١
٨
൅
١
٨
ൌ
٣
٨
 

  

  احتمال عدم رخداد

  برابر است با: Aيا مكمل پيشامد  Aاحتمال عدم رخداد پيشامد 

ܲሺ̅ܣሻ ൌ ١െ ܲሺܣሻ 

2തതതሻܦሺܲچقدر است:  2ܦمثلا در جدول گروه خوني احتمال مكمل پيشامد  ൌ 1 െ 6
12
ൌ 6

12
كه همان احتمال زن   

  بودن است.



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٤٩	
 

 ويرايش اول

  )؟ሻܣሺ̅ܲ)، چند درصد جامعه مستعد تصادف نيستند (P(A)درصد جامعه مستعد تصادف باشند ( 30مثال: اگر 

ܲሺ̅ܣሻ ൌ ١െ ܲሺܣሻ ൌ ١െ
٣٠
١٠٠

ൌ
٧٠
١٠٠

 

ܣሺ̅ܲاز هم مستقل باشند  Bو  Aو  P(B)=0.2و  P(A)=0.3مثال: اگر  ∩   چقدر است؟ തሻܤ

ܲሺ̅ܣ ∩ തሻܤ ൌ ܲሺ̅ܣሻ ൈ ܲሺܤതሻ ൌ ൫١ െ ܲሺܣሻ൯ ൈ ൫١ െ ܲሺܤሻ൯ ൌ ሺ١െ ٠.٣ሻ ൈ ሺ١െ ٠.٢ሻ ൌ ሺ٠.٧ሻ ൈ ሺ٠.٨ሻ ൌ ٠.٥٦ 

  

  كنند. مطلوب است: يك مسئله را حل مي 0.5و  0.7و  0.4تمال به ترتيب اح Cو  Bو  Aمثال: سه نفر 

  الف) احتمال آن كه فقط يكي مسائل را حل كند.

  ب) احتمال آن كه مسائل حل شود.

حل الف) 

ܲ ൌ ܲ൫كند	حل	ܣ	و	نكند	حل	ܤ	و	نكند	حل	ܥ൯ ൅ ܲ൫نكند	حل	ܣ	و	كند	حل	ܤ	و	نكند	حل	ܥ൯ ൅ ܲ൫نكند	حل	ܣ	و	نكند	حل	ܤ	و	كند	حل	ܥ൯	 

ܲ ൌ ሖܤܣ ሖܥ ൅ ሖܥܤሖܣ ൅ ሖܤሖܣ ܥ ൌ ሺ0.4 ൈ 0.3 ൈ 0.5ሻ ൅ ሺ0.6 ൈ 0.7 ൈ 0.5ሻ ൅ ሺ0.6 ൈ 0.3 ൈ 0.5ሻ ൌ 0.36 

  حل ب)

  كنيم. بدين معنا است كه حداقل يكي مسائل را حل كند. بنابراين از مكمل آن استفاده مي حل شدن مسئله

ൌ 1 െ ሖܤሖܣ ሖܥ ൌ 1 െ ሺ1 െ 0.5ሻሺ1 െ 0.7ሻሺ1 െ 0.4ሻ ൌ 1 െ ሺ0.5ሻሺ0.3ሻሺ0.6ሻ ൌ 0.91  

باشد، مطلوبست محاسبه  0.4و  0.7سال آينده زن و شوهري زنده بمانند به ترتيب  20مثال:فرض كنيد احتمال آنكه در 

 احتمال:

سال آينده  20الف) هر دو زنده بمانند.    ب) هيچكدام زنده نمانند     ج) احتمال آنكه حداقل يكي زنده بماند(در 

د) فقط يكي زنده بماند    ه) فقط زن زنده بماند     و)زن زنده بماند    شخصي زنده بماند)    



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٥٠	
 

 ويرايش اول

 حل الف) 

A:    0.4پيشامد زنده ماندن شوهر 

B:        0.7زنده ماندن زن  پيشامد   

ܲሺܣ ∩ ሻܤ ൌ ܲሺܣሻ ൈ ܲሺܤሻ ൌ 0.4ൈ 0.7 ൌ 0.28 

 حل ب)

ܲ൫ܣሖ ∩ ሖܤ ൯ ൌ ܲ൫ܣሖ൯ ൈ ܲ൫ܤሖ ൯ ൌ 0.6 ൈ 0.3 ൌ 0.18 

 حل ج)

ܣሺܲ :راه حل اول ∪ ሻܤ ൌ 1 െ ܲ൫ܣሖ ∩ ሖܤ ൯ ൌ 1 െ ቀنمانند	زنده	هيچكدامቁ ൌ 1 െ 0.18 ൌ 0.82 

ܣሺܲ:راه حل دوم ∪ ሻܤ ൌ ܲሺܣሻ ൅ ܲሺܤሻ െ ܲሺܣ ∩ ሻܤ ൌ 0.4 ൅ 0.7 െ ሺ0.4ሻሺ0.7ሻ ൌ 0.82 

 حل د)

ܲ൫ܣሖ ∩ ൯ܤ ൅ ܲ൫ܣ ∩ ሖܤ ൯ ൌ ܲ൫ܣሖ൯. ܲሺܤሻ ൅ ܲሺܣሻ. ܲ൫ܤሖ ൯ ൌ ሺ0.6ሻሺ0.7ሻ ൅ ሺ0.4ሻሺ0.3ሻ ൌ 0.54 

 حل ه)

ܲ൫ܣሖ ∩ ൯ܤ ൌ ܲ൫ܣሖ൯. ܲሺܤሻ ൌ ሺ0.6ሻሺ0.7ሻ ൌ 0.42 

 حل و)

ܲሺܤሻ ൌ 0.7 

  

ሻܤ|ܣሺ̅ܲعبارتند از:  Bبه شرط وقوع حادثه  Aنکته: مکمل احتمال وقوع پيشامد  ൌ ١െ ܲሺܤ|ܣሻ 

انددو پيشامد مستقل



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٥١	
 

 ويرايش اول

    ….. 

 ١ܣ
 ٢ܣ

 ௞ܣ

 
 کودک
 جوان    
 پير           
 

ሻܣ|ܤሺܲو  ٠,٦=P(B)و  ٠.٤=P(A)مثال: اگر  ൌ   را حساب کنيد. ሻܤ|ܣሺ̅ܲباشد، آنگاه  ٠.١

ܲሺܣ|ܤሻ ൌ
ܲሺܣ ∩ ሻܤ
ܲሺܣሻ

		ൌ൐ ܲሺܣ ∩ ሻܤ ൌ ٠.١ ൈ ٠.٤ ൌ ٠.٠٤	 

ܲሺܤ|ܣሻ ൌ
ܲሺܣ ∩ ሻܤ
ܲሺܤሻ

ൌ
٠.٠٤
٠.٦

ൌ ٠/٠٦٧ 

ܲሺ̅ܤ|ܣሻ ൌ ١െ ܲሺܤ|ܣሻ ൌ ١െ ٠.٠٦٧ ൌ ٠.٩٣ 

  احتمال متوسط

)، Aبتواندرخ دهد (وابسته به پيشامدهاي  ௞ܣ...  2ܣ، 1ܣبه شرط وقوع هر يك از پيشامدهاي ناسازگار  Bهرگاه پيشامد 

  به طور متوسط برابر است با: Bآنگاه احتمال وقوع پيشامد 

ܲሺܤሻ ൌ෍ܲሺܣ௜ሻܲሺܣ|ܤ௜ሻ
௞

௜ୀ١

 

  نمايش گرافيكي اين مفهوم به شكل زير است:

  

  

 

به عنوان مثال اگر افراد يك جامعه به سه طبقه كودك، جوان و پير تقسيم شده باشند و بيماري وبا در اين جامعه شايع 

  شده باشد، احتمال ابتلا به ميكروب وبا به طور متوسط در اين جامعه برابر است با:

   

 

B 

احتمال ابتلا به 
 وبا



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٥٢	
 

 ويرايش اول

 

ܲ ቀوبا	به	ابتلاቁ ൌ ܲ ቀكودك	و	وبا	به	ابتلاቁ ൅ ܲ ቀجوان	و	وبا	به	ابتلاቁ ൅ ܲሺپير	و	وبا	به	ابتلاሻ 

,1ܣ) وابسته به پيشامدهاي كودك، جوان و پير بودن (Bاز آنجا كه پيشامد ابتلا به وبا ( ,2ܣ ) است لذا فرمول ضرب 3ܣ

  .شود پيشامدهاي وابسته استفاده مي

٪  ٢٠جمع  ٪ تصادف کند و  اين احتمال برای فرد حواس40يك سال به احتمال پرت در  مثال: اگر يك فرد حواس

پرت باشند، احتمال اينکه يک فرد از اين جامعه در يک سال  ٪ افراد جامعه حواس٣٠باشد. اگر فرض کنيم 

  تصادف داشته باشد چقدر است؟

  پرتي باشد خواهيم داشت: احتمال حواس Bاحتمال تصادف و  Aاگر 

P(B)=٣٠٪                ܲሺܤതሻ ൌ ٧٠٪                        ܲሺܤ|ܣሻ ൌ ٤٠٪                 ܲሺܤ|ܣതሻ ൌ ٢٠٪  

ൌ ܲሺܤሻ. ܲሺܤ|ܣሻ ൅ ܲሺܤതሻ. ܲሺܤ|ܣതሻ ൌ ൬
٣٠
١٠٠

ൈ
٤٠
١٠٠

൰ ൅ ൬
٧٠
١٠٠

ൈ
٢٠
١٠٠

൰ ൌ
٢٦
١٠٠

 

  قضيه بيز

تمال ممكن است احتمال وقوع پيشامدي را در شرايط معمول بدانيد، ولي اگر اطلاعات جديدي به دست آورديد، در اح

و به ااحتمال  "احتمال پيشين"وقوع پيشامد اوليه، تجديد نظر كنيد. به احتمال وقوع پيشامد قبل از اطلاعات جديد 

گيري  گويند. اين دو گونه احتمال در نظريه تصميم "احتمال پسين"وقوع آن پيشامد، بعد از كسب اطلاعات جديد، 

  كند. نظر در احتمالات در صورت دسترسي به اطلاعات جديد، كمك ميكاربرد فراوان دارد. قضيه بيز ما را براي تجديد

  رخ دهد، آنگاه: ௞ܣ...، 2ܣ، 1ܣبه همراه يكي و تنها يكي از پيشامدهاي ناسازگار  Bفرض كنيد پيشامد 

ܲ(Ai|B)ൌ
௉ሺ஺೔ሻ௉ሺ஻|஺೔ሻ

∑ ௉ሺ஺೔ሻ௉ሺ஻|஺೔ሻ
ೖ
೔స١

     يا       ܲሺܤ|ܣሻ ൌ
௉ሺ஺ሻ௉ሺ஻|஺ሻ

௉ሺ஻ሻ
 

 P(B)يعنی همان احتمال متوسط   

همان ضرب احتمالات     يعنی
ܲሺܣ ∩  ሻܤ



ظيم : صفائی
 

يرايش اول

 1) تعداد ∆

 با هم فرق 

 

	تهيه و تنظ

 وي

∆نفر مرد ( 6 و 

د اين دو مفهوم

 .نامند مي 

)Oنفر زن ( 6 

شود كه ديده مي

  

 ௜ܣين پيشامد 

نفره شامل  12

  خواهد بود با:

ܲ ቀمريضቚن

  است با:

ܲ ቀزنቚيض

همانطوريكتند. 

را احتمال پسي 

ل از جمعيتي 

باشد برابر خ  زن

ቁزن ൌ
3
12 ൈ

2
3

6
12

باشد برابر ا يض

ቁمر ൌ
6

12 ൈ
2
6

3
12

ل محاسبه هست

 ሻܤ|௜ܣሺܲ و 

د در شكل مقابل

  ه است.

د به شرط آنكه 

2
3 ൌ

2
6 

 شرط آنكه مري

2
6 ൌ

2
3 

ي شكل نيز قابل

  

احتمال پيشين

فرض كنيد لب 

خيص داده شده

ض انتخاب شود

اب شود بهانتخ

به راحتي از روي

 متفاوتي دارند.

 احتمالات 

را ا ௜ሻܣሺܲآن 

وشن شدن مطل

مرد بيمار تشخ 2

  

ل آنكه يك مريض

ا ل آنكه يك زن

اين احتمالات ب

د و احتمالات م

 آمار و ا

	٥٣	

كه در آ

رو براي

2زن و 

     

        

  

  

احتمال

احتمال

هر دو ا

كنند مي

  



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٥٤	
 

 ويرايش اول

٪ ٤٠٪، ٢٠٪ ، 30به ترتيب با فراواني نسبي  4ܣو  3ܣ، 2ܣ، 1ܣژن  4يك بيماري خاص  مثال: با مطالعه ژنوم بيماران

٪ مشاهده شده است و اگر ميزان توانايی تشخيص هر يک از ژنهای مذکور با ابزارهای موجود به ترتيب ١٠و 

  ٪ باشد، پيدا کنيد.٤٪ و ١٪، ٢٪، ٣

  از روی اين ژنها P(A)الف) احتمال تشخيص بيماری خاص در فرد مشکوک 

  ١ܣ ٢ܣ ٣ܣ ٤ܣ

  فراوانی نسبی  ٪٣٠  ٪٢٠  ٪٤٠  ٪١٠

  درصد توانايی تشخيص  ٪٣  ٪٢  ٪١  ٪٤

 

ܲሺܣሻ ൌ ൬
٣٠
١٠٠

ൈ
٣
١٠٠

൰ ൅ ൬
٢٠
١٠٠

ൈ
٢
١٠٠

൰ ൅ ൬
٤٠
١٠٠

ൈ
١
١٠٠

൰ ൅ ൬
١٠
١٠٠

ൈ
٤
١٠٠

൰ ൌ ٠.٠٢١ 

بتوان آن را تشخيص  ٤ܣيا  ١ܣهای  اگر فردی بيماری خاصی داشته باشد احتمال اينکه از روی بررسی ژن ب)

  داد چقدر است.

ܲሺܤሻ ൌ ܲሺܣ|١ܣሻ ൅ ܲሺܣ|٤ܣሻ 

ܲሺܣ|١ܣሻ ൌ

٣٠
١٠٠ ൈ

٣
١٠٠

٠.٠٢١
ൌ ٠.٤٢٨ 

ܲሺܣ|٤ܣሻ ൌ

١٠
١٠٠ ൈ

٤
١٠٠

٠.٠٢١
ൌ ٠.١٩٠٤ 

P(B)=٠.٦١٨= ٠.١٩٠٤+ ٠.٤٢٨ 

  

از مردان مبتلا به آسم  0.003از زنان و  0.004دهند،  مثال: پنجاه و دو درصد از جمعيت شهري را زنان تشكيل مي

  چه نسبتي از اهالي شهر مبتلا به آسم هستند؟ -هستند:  الف

  اگر شخصي انتخاب شود و مبتلا به آسم باشد،احتمال اينكه زن باشد چقدر است؟ -ب 



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٥٥	
 

 ويرايش اول

തܤرا پيشامد زنان (در نتيجه  Bابتدا    كنيم را پيشامد مبتلايان به آسم تعريف مي Aپيشامد مردان) و  

PሺBሻ ൌ ٠.٥٢     ܲሺܤതሻ ൌ ٠.٤٨         ܲሺܣ ⁄ܤ ሻ ൌ ٠.٠٠٤           ܲሺܣ ⁄തܤ ሻ ൌ ٠.٠٠٣ 

       ?=P(A) - الف

ܲሺܣሻ ൌ ܲሺܣ ⁄ܤ ሻܲሺܤሻ ൅ ܲሺܣ ⁄തܤ ሻܲሺܤതሻ ൌ ሺ٠.٠٠٤ ൈ ٠.٥٢ሻ ൅ ሺ٠.٠٠٣ ൈ ٠.٤٨ሻ ൌ ٠.٠٠٣٥٢ 

ܤሺܲ  - ب ⁄ܣ ሻ ൌ?           

ܲሺܤ ⁄ܣ ሻ ൌ
ܲሺܣ ⁄ܤ ሻܲሺܤሻ

ܲሺܣ ⁄ܤ ሻܲሺܤሻ ൅ ܲሺܣ ⁄തܤ ሻܲሺܤതሻ
ൌ

٠.٠٠٤ ൈ ٠.٥٢
ሺ٠.٠٠٤ ൈ ٠.٥٢ሻ ൅ ሺ٠.٠٠٣ ൈ ٠.٤٨ሻ

ൌ
٠.٠٠٢٠٨
٠.٠٠٣٥٢

ൌ ٠.٥٩١ 

  را حساب كنيد. 2ሻܦ|4ܥሺܲگروه خوني از روي جدول الف) مثال: 

ܲሺ2ܦ|4ܥሻ ൌ
ܲሺ4ܥ ∩ 2ሻܦ

ܲሺ2ܦሻ
ൌ

3
12
6

12
ൌ

3
6 

  را حساب كنيد. 2ሻܦ|4ܥሺܲب) بدون استفاده از جدول گروه خوني 

ܲሺ2ܦ|4ܥሻ ൌ
ܲሺ4ܥሻ. ܲሺ4ܥ|2ܦሻ

ܲሺ2ܦሻ
ൌ

6
12 ൈ

3
6

6
12

ൌ
3
6 

  

   



 آمار و احتمالات 

	تهيه و تنظيم : صفائی 	٥٦	
 

 ويرايش اول

  تمارين:

درصد  10درصد و براي افراد غيرمسلول با احتمال  99فرض كنيم تست توبركولين براي افراد مسلول با احتمال   -1

درصد افراد جمعيتي مسلول باشند. اگر از بين اين جمعيت يك نفر را به طور تصادفي برگرفته  5مثبت است. چنانچه 

  وبركولين قرار دهيم.مورد تست ت

  اولا اين احتمال را حساب كنيد كه جواب تست او مثبت باشد.

  ثانيا اگر بدانيم كه جواب تست او مثبت است، اين احتمال را حساب كنيد كه او مسلول باشد.

كوشند. احتمال حل مساله توسط سعيد برابر با  اي مي سعيد و ساعد، جدا از همديگر، براي حل مساله -2
1
و توسط   3

1 ساعد برابر با 
  است. احتمال هر يك از پيشامدهاي زير را به دست آوريد.  4

  اولا حل مساله توسط هر دو نفر

  ثانيا حل مساله توسط فقط يكي از دو نفر

  ثالثا احتمال حل شدن مساله

   

نفری از مردان، احتمالات مربوط به  ١٠٠شوند. در يک گروه  انسانها به يک بيماری خاص مبتلا می٪ از 3 -3

  موارد زير چقدر است؟

  نفر به اين بيماری مبتلا باشند. ٣اولا دقيقا 

  نفر به اين بيماری مبتلا باشند. ٤يا  ٣، ٢ثانيا 

   

 

حل مسئله 
توسط هر دو 

A ∩   ܤ

حل مسئله 
 توسط ساعد

حل مسئله 
 توسط سعيد


